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PREFAZIONE, 



Aaplloiiiw at palebnrhBa •ciani]* Agit- 
ntnim. At qnam ■«! iupu wttiu aenun 

KicoHHiM Fuwai.iinn it\ Dialojw primo. 

PanpaCliramathDdiu.qnliHciiiUc lanntu 

BM JDMr Idtmw pMtlbtlH olta compMdlMlor 

B. PiM^x. inlU. ad Aead. Parìt. I»SI. 
Sa Tenian vripti*. quorum san glaria stbb 

GauM, Md utili la* anRÌuini|ua tuli. 

OTiDiua in Fatila, III, V. 



Questo libro non è stato scritto per coloro che hanno 
r alta missione di promuovere la scienza ; eglino non ci 
troverebbero alcuna novità, né di dottrine, né di metodi. 
Le proposizioni sono tujtte di vecchia data, tanto che per 
non poche bisognerebbe risalire ai geometri della piti re- 
mota antichità; e ciascuno potrà rintracciarle in Euclide 
(285 a. C), in Apollonio di Perga (247 a. C), in Pappo 
d'Alessandria (4' sec. d. C), in Desargues di Lione (1593- 
1662), in Pascal (1623-1662), in Delahire (1640-1718), 
in Newton (1642-1727), in Maclaurin (1698-1746), in 
J. H. Lambert (1728-1777),... Le teorie ed i metodi, che 
di queste proposizioni fanno un insieme omogeneo ed armo- 
nico, soglìon essere detti moderni, perchè creati o perfe- 
zionati da geometri più vicini a noi, come Carnot, Brian- 
CHON, PoNCELET, MObius, Steiner, Chasles, Staudt...: le 
opere de' quali però vennero in luce dentro la prima metà 
del nostro secolo. 

Diffondere nelle scuole italiane la cognizione di queste 
peregrine ed utili teorìe: ecco tutto lo scopo del mio lavoro. 
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Ma non si creda che in Italia non siansi già fatti lodevoli 
sforzi per tener dietro ai progressi della scienza geometrica. 
Oc. BELLAvms è stato, se non erro, il primo che li addi- 
tasse alla gioventù studiosa, col suo Saggio di geometria 
derivata ('), che fu poi seguito da jnolti altri scritti; ed a 
Napoli, N. Trudi (*) risolveva i quesiti di un celebre pro- 
gramma « destinato a promuovere e comparare i metodi 
per l'invenzione geometrica ». Nel 1854, s'era già introdotto 
nell'università dì Pavia un corso di geometria superiore, e 
la cattedra ne fu poi istituita, a proposta del professore 
Brioschi, anche presso le altre nostre maggiori università, 
quando l'Italia ebbe riconquistata la sua indipendenza poli- 
tica (•). Chi scrive queste pagine insegnò per sei anni la 
stessa scienza a Bologna , e ne applicò i metodi aUa geo- 
metria descrittiva (*) ; piti tardi, trasferito all'Istituto tecnico 
superiore di Milano, e invitato dal direttore sig. Brioschi a 
darvi un corso di statica grafica, volle far prima, a modo 
di necessaria preparazione, un buon numero di lezioni sulla 
geometrìa di posizione, o geometrìa projettiva (*). 



1<) Nuovi Saggi dell'Accademia di Padova, voi. 4* (1838), p. 243-288. 

(■| Produtioni rtlalive al programma di Ire quistioni geometrich», propoMlo dal 
prof. V. Flauti tuiraprlle f839 (KapoH, 1840-41). 

Cito in via d'esempio Bbu,av[tib e Trodi, ma non intendo escludere che 
altri in Italia siasi occupato ili geometria projettiva sino da quel tempo. Anzi 
chieggo venia So d'ora pei nomi che avrò dimenticato: creda il benevolo 
lettore che non lo faccio con intenEionoj e d'altronde nou mi propongo af- 
fatto di dare un sunto storico dei progressi della scienza, nemmeno limita- 
tamente all'Italia. 

(*} A Napoli sali bu quella cattedra il Battaolihi, del quale tutti conoscono 
l'ingegno e l'operositì. Perchè quell'illustre e doviziosa città ha lasciato par- 
tire di I& il valente professore f... 

(*) Seguendo un concetto gii balenato ad altri: veggasi BELLAvnia, Ltxioni 
di gtùmelria duerilliva [Padova t6&1|. Ad un concetto analogo 6 informata Vec- 
cellsnte opera del prof. Fibdlbb, Die danlalhnde Csonufrie (Leipzig 1871), della 
quale si sta ora pubblicando a Firenze una traduzione italiana, per cura dei 
Ngnorì E. Padova e A. Satho, ad uso delle scuole politecniche. 

(') Per appunto come a Zurigo il sig. Heyb faceva un corto di Gtottuirie 
ier lage, per preparare gli studenti di quella scuola politecnica ad udire le 

«ioni del prof, Colmaiui , il cr«atore della stacca grafica. 
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E così s'è ottenuto che ogni anno una grossa schiera di 
giovani fosse fiddestrata ai metodi moderni e ne apprendesse 
l'uso nelle varie parti del disegno tecnico. 

Ma ciò non doveva hastare. Tanta è la semplicità di questi 
metodi che, mentre hanno in sé una grandissima fecondità 
di risultati e di apphcazioni, nessuna parte delle matema- 
tiche offre maggiore agevolezza ad essere appresa, e do- 
manda minor corredo di cognizioni preliminari. A persua- 
dersi di ciò, basti considerare che Staudt potè scrivere la sua 
Geometrie der Lage (1847) senza presupporre alcuna no- 
zione di geometrìa elementare ; che se questo lihro eccellente 
non ebbe maggior diffusione, può darsene colpa aU' assoluta 
mancanza di figure illustrative ed allo stile soverchiamente 
arido e stringato. Lo stesso pensiero mosse altri scrittori ('), 
i quali, dopo avere stabilito i concetti fondamentali di spazio, 
superficie, linea, punto, retta e piano, mìsero innanzi a di- 
rittura quelli della collineazione e della reciprocità. £ 
forse accadrà che di qui balzi fuori in un giorno non lon- 
tano la soluzione del problema dell'insegnamento elementare 
della geometria : allora, ma (s'io non erro) aUora soltanto, 
noi avremo qualcosa che meriti d* essere sostituita al me- 
todo euclideo, l'mtroduzione del quale ne' nostri licei fu cos^ 
vivEUuente e ingiustamente oppugnata (*). 



(') Per 66. B. UOu.BR nei suoi EUmmle der Geometria itreng tj/tltmatinh dar- 
gttUUl {Braunscb'weiR 18691- 

(^ La imonìa di biuimare ogni atto del goveroo trasse anche persone ri- 
cattabili a stampare cose stravaganti e false intomo agli ordini scolnstici 
dell'I nftbi Ite rra- Cotesti appassionati censori non vollero riconoscere il sommo 
beneBcio che la riforma del 1867 ha recato, cio6 quello di toglier vìa certi pes- 
flimi libri da molti licei del regno; non posero mente a ci&, che la libertà 
didattica concessa ai nostri professori e il sistema degli esami levano alla 
riforma ogni carattere di tirannia, a rendono assurdo il paragone colle scuole 
inglesi; finalmente non ci seppero mai dire qual metodo, idoneo a raggiun- 
gere i fini dell' istruEione secondaria classica, sarebbe da adottarsi in luogo 
dell'euelideo. — Taccio di quelle critiche che furona inspirate da basto inte- 
resse da livori dì parte: sì tentò, ma invano, di gettare fango sui nomi 
dagli nomini più insigni per meriti scientifici e per virtù pubbliche e private. 
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Cotesta naturale facilità delle dottrine costituenti la geo- 
metria proiettiva, facilità che le rende atte ad entrare negli 
elementi della scienza, venne si bene compresa, che in 
ogni paese sorsero uomini autorevoli a chiedere che fossero 
ammesse nei quadri delle materie scolastiche. Più special- 
mente nella dotta ed operosa Germania si vedono ogni A\ 
venire in luce nuovi libri, che espongono la geometria pro- 
jettiva da sé insieme colla geometria ordinaria, sotto 
forma man mano piU semplice, piti elementare, piU acces- 
sibile agli ingegni anche mediocri: ì quali libri, perchè 
destinati ai ginnasi ed alle scuole reali, mostrano come la 
neuere Geometrie sempre piU guadagni terreno nell* istru- 
zione secondaria. Opere siffatte, benché con intenti meno 
definiti , sono state pubblicate anche in Inghilterra ed in 
Francia. 

A cotal movimento non poteva rimanere indifferente 
l'Italia e non rimase: anzi, fra noi, pìU prontamente che 
altrove, i provvedimenti governativi risposero ai voti d^li 
uomini di scienza. Nel 1871, essendosi deUberata dal Mini- 
stero dell'agricoltura, del commercio e dell'industria una 
radicale riforma degli istituti tecnici, che da esso dipendono, 
ed un' importante sezione de* quali é volta a preparare la 
^oventU che piU tardi entrerà nelle scuole poUtecnìche, 
la geometria proiettiva è stata risolutamente innestata ne' 
programmi del secondo biennio; e fu anche prescritto che 
ai metodi di essa s'informi la geometria descrittiva. Quanto 
bene ridonderà alle scuole da questo provvedimento, pur- 
ché sia attuato con sincerità e con perseveranza, può ima- 
ginarselo chiunque voglia riflettere ai presenti bisogni del- 
l'istruzione politecnica. La vigorosa e nutritiva educazione 
geometrica, che i giovanetti riceveranno per tal modo ne- 
gl'istituti tecnici, centuplicherà l'efficacia delle discipline ap- 
plicative a cui dovranno attendere nelle scuole superiori, e 
allora il nostro ordinamento scolastico per la formazione degli 
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ingegneri potrà ben reggere il confronto colle migliori isti- 
tuzioni straniere. E non crediamo troppo superbo il pre- 
sagio che altri Stati abbiano a seguire il nostro esempio 
in quest'ardita innovazione. 

Se non che, il nuovo programma resterebbe forse lettera 
morta, ove a docenti ed a scolari non si apprestasse un op- 
portuno libro di testo. Indiscreta pretesa sarebbe stata qu^a 
di voler rimandare tutt'i professori degl'istituti tecnici, spe- 
dalmente coloro cui mancò gin qui l'occasione d'erudirsi in 
coteete materie, alle fonti straniere : ma ove pure ciò pap> 
resse ragionevole, non sarebbeai provveduto ai discenti, i 
quali, privi d'un testo, si vedrebbero costretti a spendere 
in faticose, imperfette e spesso sterilì redazioni di sunti quel 
tempo che assai piti fìnittuosamente può essere volto allo 
studio ed alle esercitazioni grafiche. 

Fare un libro elementare, un libro che schiettamente si 
adatti alle scuole, è cosa difficilissima e che richiede molto 
e molto tempo. Per chi vive dì scienza, tale impresa è piena 
di dubbi, dì sacrifizi e di amar^ze: per mesi e mesi, ed 
anche per anni, dovrete lasciar da canto ì piti cari studi, 
chiadere negli scaffali e nascondere a vm stesso i libri più 
nuovi e più curiosi , mettervi a litigare coli' abbicci della 
scienza ; fare, disfare e rifare il vostro lavoro, tre, quattro 
volte, insomma sciupare il meglio delle vostre forze. Se riu- 
scite, gloria non ne avrete : già non la speravate nemmeno, 
chò a siffatte fatiche altri non ci si sobbarca che per beneficio 
altrui. Di lucro non se ne parla ; in Italia non accade sempre 
che un libro non pessimo trovi fortuna ; sibbene, potete star 
certo che da qualche parte usciranno voci ad accusarvi di 
basso traffico. 

Incredibile ma vero. Per aflrontare simili casi senza per- 
dervi la quiete dell'animo, bisognerebbe possedere un petto 
di bronzo : e non a tutti fu dato . Così avviene che bene spesso 
chi hft la coscienza di poter fare un Hbro utile noi fa. 
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Siccome però io mi son messo dentro a cotesta penosa 
impresa, così debbo dirne le ragioni. Quel libro che sopra 
ho dimostrato esser necessario perchè si possano attuare i 
nuovi programmi, pensai che toccale a me di farlo; a 
me che di questi studi sempre feci roccupazione mia pre- 
diletta, che sempre cercai di promuoverne la diffusione nella 
scuola e cogli scritti, e che vivamente desiderai la riforma 
che testé il governo ha provvidamente decretata. 

Ecco adunque dond' è nato questo libro , eh' io dedico 
ai professori degli istituti tecnici, particolarmente ai gio- 
vani che hanno fede nel moto progressivo della scienza. 
Esso non ha punto la pretesa di passare per un lavoro ori- 
ginale ; ad altro non aspira che ad essere considerato come 
un trattato elementare, scritto a bella posta perle scuole ita- 
hane e propriamente nell'intento di rispondere al nuovo pro- 
gramma di geometria pel primo corso del secondo biennio 
degli istituti tecnici. A questo terrà dietro un altro volume, 
che conterrà le materie assegnate al secondo corso. 

Diversi nomi erano stati dati a quell'insieme di dottrine 
geometriche di cui qui si pongono i primi fondamenti. Non 
mi piacque accogliere quello di geometria superiore (Geo- 
metrie supérieure, kókere Geometrie), perchè in sostanza 
ciò che una volta potè parere elevato, ora è divenuto ele- 
mentarissimo ; né quello di geometria moderna (neuere 
Geometrie, modem Geometry), che esprime del pari un con- 
cetto puramente relativo; e d' altronde la materia è in gran 
parte vecchia , sebbene i metodi si possano considerare come 
recenti. Anche il titolo di geometria di posizione (Geo- 
metrie der Lage) nel senso di Staudt [*} non mi parve 

(') Equivalente n (iupUo dì desi-riptio GenmBlry di Catlby [S'Xlh mmnir upon 
quanUrs nelle Trannarioni Mlosolìche della Società mule di Londra, 18^9, p. 
9D). Génmiirif- l'e p-silinn Qet >anso di r.AnHuT corrioponde ad un concetto affatto 
diverso da quel'o ch'io dovevo eìiprimere in testa al mia libro Non fo men- 
lione d'altri nomi, come Sénmélric toimmlaire e orgontrhe G&imttT.», i quali 
fli rireriscono SDOtiont troppo particolari, alm«uo secondo il mio modo dì 
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meglio oonTeniente , per ciò che esso esclude la cooside- 
raraone delle proprietà metriche deUe figure. Ho invece 
preferito quello dì geometria projettiva {*), col quale yo- 
oabolo si enuncia la vera natura de' metodi, che essenzial- 
mente si fondano suUa projezione centrale o prospettÌTa; 
tanto più che il sommo Poncblbt, il quale de' metodi 
moderni può dirsi il principal creatore, intitolò il suo libro 
immortale Tratte dea propriétés projectives des fgures 
(1822). 

La nomenclatura usata nel testo è la medesima che 
accettai da molti anni cosi nelle mie lezioni pubbliche, come 
in qualche scritto dato alle stampe. Essa non è propria esclu- 
Kvamente di una sola e determinata scuola; pigliando un 
vocabolo da Steiner ed un altro da Poncblbt o da Chaslbs, 
cercai di preferire quelli che mi parvero meglio corrispondenti 
ai concetti e più facili a trasportarsi nella nostra lingua: del 
resto ho rigorosamente rispettato tutte quelle denominazioni 
che già sono entrate ndl'oso generale degli scrittori (*J. 

Nello svolgimento deUa materia non mi sono attenuto 
esclusivamente a questo o a quell'autore; ma da tutti ho 



-redere. A) contrario la denom in azione di geometria derivala dal Bbllatitis ab- 
braccia un campo assai più vasto di quello cbe io ho preio a considerare. 

[') Crr. Kleih, Ueber die mgerumnl» flieht- Eukliduchi Gtomtlrie [K'acbrìchten di 
Sottinga, 30 agosto 1671). 

(*} Per ea. seguo SrstflBB nell'uso delle voci proiettivo eproapettivo; 
prendo l'ooiologia da Poncblbt; la punteggiata « la stella da Bbl- 
lavitis, però quest'ultima in un significato diverso, cioè come equivaleote al 
Srahiinbandtl, non gi& al Slrahlenbùtekel i^ì tedeschi^ preferisco il rapporto 
anarmonico di Chaslbs al doppio-rapporto di Hobids e SrarsEa; ecc. 
Adopero l'espressione forma geometrica per duiguare una serie d'elementi 
della stessa natura ipunti, rette o piani), come V Bimitnlargtbilde di Staddt; 
forme geometriche fondamentali sono le Gntndgibilde di STBiiiEH,cha 
■I distinguono in tre specie o gradì (51u/'en). Chablbb chiama doppi gli 
elementi che coincidono coi lorocorrlspondenti, cosi nell'involusione, come 
nelle forme projettive sovrapposte [div/tiont homographiquet fur un* 
ménte droits) in generale; invece io amo meglio seguire l'esempio di coloro 
che mattona qui una disiìnxione: e ritenuti la voce doppi pei primo caso, 
dico nniti nel secondo. Ho usato la denominattone di figaro eorttlativa 
nel Benso di Csablss, non già in quello di Uabdot. 

* CasaoR*, EJMi. di them. frofeti. 
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tolto quanto mi panre acconcio al mio aoòpo, di'.^:4i 
fare ud libro asscdutamente elementare e teoiiicoT acce»f 
sibile anche a coloro i quali altra conoscenza non posseggono 
che delle primissime cose della geometria ordinaria. Avr^ 
potuto, imitando ^a.udt, (are a dirittura astinone da 
qualsiasi corredo di nozioni preparatorie; ma in ^I oaao 
il mio lavoro si sarebbe allungato di tròppo, e non aTrei 
più potato adattarlo agli scolari deg^i istituti tecnici, i 
quali debbono aver già nel primo biennio studiato i soliti 
elementi di matematica. Però non tutta la geometria tra- 
■dizioDale è noc^saria a intendere il mio libro; basteranno 
le poche proposizioni fondamene sul cerchio e sui tri«^ 
ffoli simili. 

n libro, ho detto, doveva avere un carattere tecnico, 
doveva cioè condurre prontamente gU scolari ad applicare 
le cognizioni teoriche al disegno. Perciò diedi maggior 
rilievo alle proprietà grafiche che non alle metriche; mi 
attenni ai procedimenti della Geometrie der Lage di 
.Staudt, pih spesso che a quelli della Geometrie supé~ 
rieure di Chasles ('; ; senza per altro volere del tutto 
escluse le relazioni metriche, il che avrebbe nociuto ad altri 
fini pratici dell'insegnamento (*). Introdussi adunque l'im- 
portante nozione del rapporto anarmonico e, per mezzo 
di essa e delle poche proposizioni di geometria ordinaria 
sopra menzionate, mi fu ben facile stabilire le più utili 
proprietà metriche, che o appartengono alle projettive o 
con esse vanno intimamente collegate. 

Mi sono giovato della proiezione centrale per deter- 
minare il concetto degli elementi a distanza infinita; 
e, dietro l'esempio di Steiner e di Staudt, ho posto la 
legge di dualità a dirittura sul cominciar del libro, come 



(') Cfr: Beyb, Geometrie lUr Lage IHannover 1866), p. ii della preruion», 
{■) Cft. ZtcH, Di» hShera Gwmutrie in tftror Anwenrtimj auf KtgtUekniUe vtid 
mchtn oDeiUr Ordnung (Stutt^rt 18&7), prefiuÌon«. 
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Qu fatto logico che scftturisee immediato e spont^ieo dalla 
pOBsibilità di costniire lo spazio (a tre dimensioni) coll'eler 
mento- punto o coli' demento -piano. Gli enonòiati e le 
dimostrazicmi che si corrìspondono in virtU di quella legge 
8i trovano bene spesso collocati in doppia colonna; ma 
qualche volta ho tralasciato questa disposizione, per dare oc- 
casione agli scolari di esercitarsi a dedurre da un teorema il 
correlativo di quello. Non vi è nulla in geometria, giustamente 
o^erva il prof. Reyb nella prefazione al suo libro, che cos\ 
accenda i principianti e li stimoli a fare da sé, come il prin- 
cipio di dualità; quindi importa sonmiamente di dame loro 
la cognizione quanto più presto è possibile, e di abituarU 
ad usarne con sicurezza. / 

L'ordine delle materie da me seguito è uno de* molti 
possibili a escogitarsi- da chi voglia esporle in un corso di 
lezioni ; io confido però d'esser pervenuto a fare un libro 
che possa servire anche a chi ami tenere altro ordine dal 
.jnio. Darò qualche esempio. Fin dal principio io alterno 
senza distinzione i teoremi della geometria piana con quelli 
ddla solida, giacché l'esperienza m'ha insegnato, e altri (') lo 
aveva già osservato , che le considerazioni stereometriche 
suggeriscono bene spesso il modo di rendere facile ed intuitivo 
ciò che in geometria piana sarebbe compUcato e di malage- 
vole dimosU'azìone : di pitt, esse acuiscono l'intelletto e aju- 
tano lo svolgimento di quella imaginativa geometrica che è 
qualità essenziale all'ingegnere, perchè ei possa pensare le 
figure nello spazio anche senza Ìl sussidio di un disegno o 
di un modello. Ma il maestro potrebbe credere opportuno 
di attenersi strettamente, almeno sul princìpio, alla geo- 
metria piana; e in tal caso egli potrà senza danno saltar 
oltre parecchi numeri (*| del libro ed esporli più tardi. — 

t*) Bbllavitis, Soglio di GtofMtria derivala, p. 3iT. — Chaslbs, Apercu hitlo- 
riqu* ntr torigine el te dévaloppmmt iu ntilhod»* m geometrie, ate. (firuxellM 
1839), p. 191. 

C)N' 19,20,28,29,31, 32,41,42,... 
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Io definisco le coniche come projezioni dd cerchio, e dopo 
aver dimostrato per questa curra due teoremi fondamen- 
lali (*), li trasporto alle coniche e quindi svolgo per esse 
tutta la teoria de* poligoni inscritti e circoscrìtti e qu^a 
de'poli e delle polari, senza piti curarmi del caso speciale 
del cerchio. Ma si potrebbe invece da quelle due propo- 
sizioni fondamentali dedurre i teoremi di Pascal, di Brian- 
CHON e di Desaroues pel cerchio, non che la teorìa dà 
poli; e poscia, mediante la projezione od omologia, applicare 
tutto ciò alle coniche. 

Ma su questo punto è inutile spendere altre parole. 
Ciascun docente, tosto che abbia fatta propria la materia, 
vedrà da sé come gli convenga distribuirla; ed anzi avverrà 
che d'anno in anno vada rimutando il modo di coordinazione, 
secondo i risultati della propria esperienza. 

Non tutti i numeri del mio libro sono ugualmente impor- 
tanti o necessari in un corso di lezioni. 11 maestro sagace 
s'accorgerà facilmente che poche sono le proposizioni fon- 
damentali, le sole il cui enunciato debba esaere ritenuto a 
memoria ; tutto il resto consta di corollari, casi particolari 
ed esercizi. Fra questi v'ha dunque una grande libertà di 
scelta ; alcuni potranno essere trattati nella scuola , altri 
nei compiti domestici ; bisognerà, e questo è ciò che som- 
mamente importa, che ogni giorno gii scolari facciano 
deduzioni e soluzioni da sé; non si costringano alla sola 
parte passiva dello f^coltare e ripetere le cose dette dai 
maestro , ma si facciano concorrere attivamente allo svol- 
gimento di cose nuove; in questo modo e non altrimenti 
si riuscirà ad accendere in essi 1' amore allo studio ed a 
renderli padroni dei fecondissimi metodi della geometria 
projettiva. Si badi infine che ai ragionamenti teorici per 
la dimostrazione dei teoremi e la deduzione dei corollari 
vada sempre compagna l'esecuzione grafica del risolvere ì 
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problèmi ; potendosi qui ripetere ciò che Mongb raccoinan- 
dava per la geometria descrittiva ('j. 

I trattati magistrali di Poncelet, di Steiner, di Chasles 
e di Staddt (*) sono quelli ai quali maggiormente debbo 
professarmi debitore, sia perchè in essi fanno i loro primi 
stadi tutti coloro che si danno alla geometria, sia perchè 
da essi ho preso, oltre alla sostanza de' metodi, le dimostra- 
zioni di molti teoremi e le soluzioni de'problemi. Ma insieme 
con quelli ebbi a consultare anche le opere di Apollonio, 
di Pappo , di Desargues , di DELAHmE , di Nfwton , di 
Maclaurin, di Lambert, di Carnot, di Brianchon, di 
MdBius , di BELLAvrris , . . . e le piti recenti di Zech , dì 
Gaskin, di Witzschel, di To-wnsend, di Rete, di Poudra, 

di FlEDLER,... 

Per non accrescermi le difficoltà già abbastanza gravi 
dell'impresa a cui ho posto mano, mi sono astenuto dallo 
impormi l'obbligo di continue citazioni dalle quali appa^ 
risserò o tutte le fonti cui attinsi, o tutti i primi e veii 
autori delle singole proposizioni o teorie. Mi si perdóni 
adunque, se talvolta la fonte citata non è la primitiva (*) 
se tal' altra la citazione manca affatto. Le mìe citazioni 
sono scarse; e per mezzo dì esse ho avuto precipuamente 



f*] Il eot nèeesBRJre, pour le coure de geometrie d«MrìptìTe. qoe U pn- 

~ tìqiia et rtxécuti»n Boieot jointes A l'aiidiiiua des nèthodre. Aintii, let élAvei 

doiveiit s'exercer auz constructioDB grapbiques {Programm* de la giumUrie 

dttTiplive). 

l») PoncBLBT, Trmié rf« p'nprUlh projKtivu det /Ijuru (Paris 1822). — Svbiheb, 
Sj/iltnotUeht EnlwicìulTing dw AhhSngliilit't gtiimelrijeher GeiU.Um van einimdtr, 
Mie. (Berlin 183?]. - Chaslbs, Traile ''e gi-métrie sùpérieure (Pnri« ISaSl; Traile 
det *tfU-nt TOrt/?i*M (Paria (86S). - Sticdt, GcumilrU àtr Log» (^fl^^bB^g \M1). 
Tralacrio di nip.fl^iionare altri xcrìui di queati grandi maestri, cosi come le 
Opere del celebre PLÙi-.Kea e di altri geometri iSayiir.wiTz , Gdpel, Wiìib6bhborii, 
JuHQDiÈR»B, Hesrb, Paulus, ScBaoTBB, Gbiseb,...', porchA non ebbi a servirmene 
Dflila cotnposixiune di questo libro. 

I*) Per gli autori ricordati cito qua*! sempre i trattali ««tesi e generalmente 
conindiit), sebbene le toro scoperte rìboo state la prima volta annunsiate 
sUrove. Per es. i lavori di Chasles sulla teoria delle coniche sono in gran 
parte anteriori al I83U; quelli di Staddt coninciarono nel 1631; eec. 
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la mira dì far conoscere ai giovani ì nomi de'graDdì geo- 
metri e i titoli delle loro opere, divennte classiche. D 
collegare agli enimciati di certi teoremi capitali i nomi 
illustri di Euclide, di Apollonio, di Pappo, di Dbsahques, 
di Pascal , di Newton , di Cabnot , . . . non sarà senza 
profitto per ajutare la mente a ritenere le cose e per eccitare 
qadla Curiosità scientifica che è sprone ad allargare la 
propria cultura (•). 

Le citazioni da me fatte hanno anche un altro intento, cioè 
di acquietare le paure di coloro ai quali il solo nome di geo- 
metria projettiva mette i brividi addosso, come se si 
trattasse di novità escogitate da cervelli balzani. A costoro 
vorrei far toccare con mano che sono cose in gran parte 
venerande per antichità , tutte maturate nelle meoìiì dei 
più insigni pensatori e ridotte ormai a quella forma dì 
estrona semplicità che Geroonne considerava come segno 
di perfezione per una teoria scientifica (*). Nella mia dimo- 
strazione procederò secondo l' ordine delle materie tenute 
nel libro. 

Il omcetto degli elementi a distanza infinita è dovuto 
al celebre Desaroues, il quale, or fanno più dì due secoli, 
ctmsiderava esplicitamente le rette parallele come concor- 
renti in un punto a distanza infinita ('j, ed i piani paralleh 
come passanti per una stessa retta all'infinito {*). Lo stesso 
concetto fu rimesso in piena luce e divulgato da Poncelet, 



(') Fo citato molta volte gli Elementi ài ìblemallra del Baltzbk , non gìA 
comò fonta originale, ma per invogliare i giovani allo studio di quell'eccel- 
lente trattato, che larebbe por essi la miglior guida attraverso i quattro anni 
dell'Istituto tecnico. 

t*) ... On ne pent se flatter d'avoir le demier mot d'une thèorie, tant qu'on 
ne peut paa l'explìquer en peu de paroles à un passant dans la rue (Vedi 
in Cbasles, Aperfu hisloriqw, p. 115). 

l'j Oeuvrat de UeatKiVBa riutiia et ttnaìyiéa par H. Poudba (Paria I88t), LI: 
Brovilton-pri'jt'l d'un» alleìnie aux ioènemutU det rmeontra d' un con» otite un 
pian (1639), p. 104-5 e 205. 

{*) i, e., p. 105-». 
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' ohe pervenne alla conclusone (come conseguenza de' postulati 
della geometria auclidea) i punti dello spazio situati a dì- 
stanza infinita doversi coiaiderare cwne tutti giacenti in uno 
«tesso piano ('). 

Dbsargues (*) e Newton (*) riguardarono gli assintoti 
dell'iperbole come tangenti, i cui punti di contatto sono a 
distanza infinita. 

L'omologia delle figve piane, eccettuato il nome che 
le fu dato da Poncelet, si trova in parecchi trattati ante- 
riori di prospettiva, per es. in Lambert (*), anzi può ben 
dirai in DssARouEB (*y, che enunciò e dimostrò il teorema 
sui triangoli e sai quadrilateri prospettivi od omologici. Del 
resto il teorema sui triangoli (N" 13) coincide sostanziai- 
natte con un celebre porisma di Euclide (N" 88^, riferito 
da Pappo (*). L'omologia delle figure a tre dimensioni fìa 
studiata per la prima volta da Poncelet ('). 

La legge di dualità, come principio assoluto, fu ann- 
oiata da Geroonne (*); e come conseguenza della teorìa delle 
polari reciproche (principio di reciprocità polare) fu 
dovuta a Poncelet (*). 

Le forme geometriche (punteggiate e fesci) , dai voca- 
boli in fuori, si trovano già in Desaroues, e ne* geometri 
posteriori ; nel modo piU esplicito sono state definite da 
Steiner (*"). 

Cakkot (") considerò il quadrilatero completo, Stei- 

(■] Trotìi dat propriilii pn^xHots da ^ìUTtt (Parìi I8SS], K> 9S e 580. 
("l l. r., p. 210. 

(■i Kufotophiot rvtunìU prin-ipia mtìhematiat (f68Q}, lUt. I, prop. 27, icol. 
(*) Fttii Periptrlive, 2* ed. iZarìch 1774). 
1*1 L. e., p. 413 a 416. 

[*| Chaslbb, lift troll tivret d» pnrùma d'SurW», ritnbHt poter fi) premiin 
féu d'tprét la ti'i re »t Ut limma de Papput, eie. (Parìa 1860), p 1113. 
1*1 C e., p. a69 e Mg. 

I*) Ann lei li» Halhimoliqva, t. 16 iHontpellier 18;'6). p. 309. 
(*l ànntUt de M-lhémolquet, t. 8 (Montpellier 1816), p. 3U1. 
C") Hi/tiemat trhe Enlwlrkflung, p. xiii-xti, 
(") De k etirrtìal.M dit Hjuret de giomilrit (Paris 1801), p. 122. 
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NER (') ne estese il concetto a tutti i poligoni ed alle figure 
nello spazio. 

La divisione armonica era nota ai geometri deUa piti 
remota antichità; e se ne trovano le proprietà fondamentali 
per es. in Apollonio (*). Delahirb (■) diede la costruzione 
del quarto elemeoto di un gruppo armonico mediwite la 
proprietà del quadrilatero, vale a dire, coll'uso della sola riga. 

Steiner insegnò sino dal 1832Je costruzioni delle forme 
projettive ('). 

A MòBius (') è dovuta la teoria completa dei rapporti 
anarmonici; ma già Euclide, Pappo (•), Desaroues {'), 
Brianchon (*) avevano dimostrata la proposizione fonda- 
mentale del N» 53, ò). 

Della teoria dell'involuzione è autore Desaroues (•), 
sebbene anche qui non pochi casi particolari fossero già noti 
ai geometri greci ('"). 

La generazione delle coniche per mezzo di due forme pro- 
jettive è stata esposta da Steiner e da Chasles, qaarant'anni 
fa; ed è costituita da due teoremi fondamentali (N' 113, 114) 
dai quali scaturisce tutta quanta la dottrina di quelle impor- 
tantissime curve. La medesima generazione comprende la 
descrizione organica di Newton ('*) e diversi teoremi di 
Maclaurin. 

Pascal a sedici anni (1640) trovò il famoso teorema del- 
l'esagrammo mistico ('*), e Brianchon dedusse da esso 

(') L e., p. 72 e 235. 
|>) Coniconim lib. I, 34, 36, 37, 38. 
CI Seeiwtut eonìcae {Parinis I68&], l, 20. 
(M l. r., p. 91. 

(*) D^ biàycentrisehe Caknt jLeipzig 18S7), cap. &. 
{*) Oitteetiona Maiheiaatietu, VII. 129. 
ri t. e., p. 425. 

(<) Mémoire sur let ìignet du semnd erdn (Parii 1$17), p. T. 
(•) L i-.. p, 119, 147. 171, 176. 

{<•) Pappo, Ci>Ue<-iifma Molhemalicae, VII, 37-56, 127, 128, 130-133. 
("1 L e., lib. 1, lemma 21. 

(<■) Lettera di Lbcbnits à ìf. Péritr nelle Ocuvra de B- Pascal [ti. Sosbut), 
^ 5, p. 459, 
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XTU 

nel 1806, mediante la teoria dei poli, la proposizione corre- 
lativa sull'esagono circoscritto {N" 117). 

Le proprietà del quadrilatero formato da quattro tangenti 
e dei quadrangolo dei punti di contatto sì leggono nell'appen- 
dice latina (De iinearum geometricarum proprietatibus 
traciatus) all' edizione inglese (Lendini 1748) dell' algebra 
postuma di Maclaurin, il quale ne aveva dedotto la costru- 
zione di una conica per punti o per tangenti, in parecchi dei 
casi in cui siano dati cinque elementi (^punti o tangenti). Tutti 
i casi possibili furono poi risoluti da Brunchon (l. e.) 

L'idea di considerare due serie projettive di punti m una 
stessa conica è esjdicitamente dichiarata nei Saggio di 
BKLLAvms (p. 270, nota). 

A Carnot (*) è' dovuto un celebre teorema (N" 246) sui 
segmenti che una conica determina sui lati di un triangolo. 
Anche di questo teorema certi casi particolari erano già cono- 
sciuti molto tempo innanzi (*). 

Eleganti costruzioni per le quali la sola riga basta a risol- 
vere alcuni problemi di 1° e 2° grado, presupposto però che 
siano dati certi elementi, s'incontrano nella Freie Perspec- 
tive di L&hbbrt; ma la possibilità dì risolvere tutti ì problemi 
di 2° grado colla riga e con un cerchio fisso venne messa in 
piena luce da Poncei.bt ; e poi comprovata coU'esecuzìone 
dì fatto da Steiner in un aureo suo libretto (N" 184). 

Con diverse denominazioni la teorìa dei poli e delle polari 
era già contenuta neUe opere citate di Desaroues (') e di 
Dblahirb {*). In seguito, la- perfezionarono Monob ('), 
Bri.\nchon (*) e PoNCELBT, Ìl quale ultimo ne trasse fuori 

CI Gàmétria di potUUm {Paris 1803), tf' -379. 

CI AvoLLoaio, Conieonm lib. Ili, (6-S3. — Dssxiiatns, l. e, p. Stìi. — Db- 
LAHiu, I. e, V, 10, 12. — NawTos, Enumerano fùuarum lertil ordini* (Londini 
1706), p. 4. 

(^ L e., p. 161, 186, 190 e seg. 

(♦] Co-, 1,21-28; II, 23-30. 

(') Giomilrie desTtpHv* (Paria 1795), K° 40. 

(*) Jetinal d» VÉ«òh po^ltchnique, eahiar 13 (Paris 1806). 
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la teorìs delle figure polari reoìproche, che in sostuiza è 
la legge dì dualità, da lai chiaitiata principio di reci- 
procità polare. 

Finalmente le piti insigni proprietà àei diametri conjagatì 
furono esposte da Apollonio nei libri 2" e 7° del suo tra^éo 
delle coniche. 

Del resto, chi vorrà proeaoQÌBra piti estesa.e precdaaeaAa- 
aoraira àm pn^ressi deOa geometria dalle prime ar^mì òbb 
al 1830 (il che basta per le materie contenute in questo libro), 
non ha che a leggere il classico Aper^ historique del sig. 
Ch&sles. 

A questo volume va unito un atlante di 44 tavole, ooate- 
nentì 212 figure, i cui numeri però vanno solamente da i a 
199. Spero che le figure, per numero e qualità, saranno 
bastevoU a rendere il libro intelligibile anche pei più inesperti 
principianti. Le figure furono per la maggior parte disegnate 
dal^ig. ingegnere Carlo Saviotti, assistente alla mia scuola 
nel R. Istituto tecnico superiore; le rimanenti dal sig. Guido 
Pbrblli , studente hcenziato dall' Istituto tecnico di Milano. 
All'uno e all'altro io rendo qui pubblica testimonianza dì gra^ 
titudine. £ ringrazio anche la cE^a editrice, che usò ogni 
diligenza affinchè la stampa riuscisse nitida e corretta. 

UtaUM, S Mvembre 4872. 



L' Autore. 
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PROGRAMMA DI GEOMETRIA 

ptf raiuu) 3* dagli Istitnti tieaid. 



ProjeEkme centrale: N< 1-30. 

Forme geometriche fbndamentali : 21-36. 

Proprietà armoDica del quadrilatero e co8tnisi(HiÌ che ne conse- 

guDQo: 38-ES. 
Projettività delle rette punteggiate e del ftiaci di rette: 33-37, 

60-65, 73-83. 
Costruzione di una forma proiettiva ad una data: 66-72. 
Rapporti anannonici: 53-69. 

Pasci proiettivi nel cìrcolo; tangenti punteggiate projettive: 107-112. 
Teoremi sui poligoni inscritti o circoscritti (teoremi di Pascal, di 

Bbunchon) e loro conseguenze: 117, 127, 129, 131-133, 135, 

137, 139, 141. 
Serie projettive di punti in una circonferenza o in una oonica: 

157, 160. 
Costruzione degli elementi uniti di due forme projettive sovrap- 
poste : 162. 
Uetodo di t&lsa posizione per la risoluzione grafica dei problemi 

di 2" grado; applicazioni: 166, 168, 169, 172-175, 181-185. 
Involuzione di punti in linea retta : 92-106, 163, 164. 
Involuzione di punti in una circonferenza o in una conica : 169 , 

161, 166. 
Poli e polari; costruzioni che ne dipendono: 186-195, 204, 205, 219, 

220, 2SS-SS4. 
Inscrizione di poligoni, i cui Iati debbano passare per punti dati: 

172-175, 185. 
Teorema sul quadrilatero segato da una trasversale: 101-103. 
Figure polari reciproche : 230-235. 
Ugge di dualità: 27-32, 234, 235. 
Le coniche, projezioni centrali del cerchio: 18, f). 
Le coniche generate mediante due forme projettive: 113-115, 
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Proprietà delle coniche; teoremi di Pascal, di BsiANCHOH, di Hb- 
SABODBB e loro coQsegueDze 1 117-119, 1!^, 129, 131-133, 135, 
137, 139, 141-143, 14S-147, 149, 152, 153, 166, 156. 

Costruzione di una conica soggetta a cinque condizioni (punti o 
tangenti): 116, 124-126, 128, 130, 134, 136, 138, 140-141, 144, 
148, 160, 170, 171, 

Classificazione delle curve di 2° grado : 18, ff). 

Centro, diametri conjugati ed assi: 206-218, 225-229, 244, 245. 

Proprietà speciali dell'ellisse, deiriperboie, della parabola : 120-123, 

161, 154, 167, 208, 211, 239-245, 250. 

Costruzioni grafiche: 18, 50, 53 /), 55 d), 66-72, 102, 116, 124-126, 
144, 148, 150, 162, 166, 169-175, 177-185, 191, 193, 199-201, 
213, 222, 227, 229, 239-244, 246 e), 247-249, 251-261, 267, 271. 

Esercizi: 29, 31, 84-91, 104, 106, 118, 119, 124, 142, 146, 147, 149, 

162, 153, 166, 166, 165, 167, 168, 176-185, 194, 196-203, 221-223, 
227-229, 236-271. 

NB. ir 2" volume di quest'operetta conterrò le proprietA tocali delta coniche, 
la teoria dei coni e delle Bgure sferiche, ed i principi di geometria ana- 
litica, secondo il programma del 4* anno. 
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ELEMENTI DI GEOMETRIA PROJGTTIU 



1 1. Deflnizloiii. 

1. Dirò fig^ara an complesso qualsÌToglia di punti, di rette e 
dì piani; le qaali rette e ì qnalì piani si concepiscano estesi al- 
l'ii^lmto, sensa alcun rìgnardo alle porzioni finite di spazio da essi 
circoscritte. Per esempio, col nome di triangolo s'intenderà -il 
sistema di tre ponti e delle tre rette che li congiungono a dne a 
dne; col nome dì tetraedro il sistema dì quattro piani e de' 
quattro punti in cui si segano a tre a tre, ecc. 

Per uniformità di notaiione, designerò coslanlemente ì punti con ledere 
italiche majoscole A, B, C..., le rette colle miatiscule a, b, e..., i piani 
con lettere grecite a, B, y,.... Olire a ciò, eoa AB si rappresenterà la retta 
determinata dai due punti A, B; con Aa il piano che passa pel punto A 
a per la retta a; con aa. il punto comune alla retta a ed al piano a.\ con oB la 
retta determinata dai piani a., i6; con ABC il piano dei tre punti A, B, C; 
con aSy ÌI punto comune ai tre piani *,B,y, con « . AC il punto comune 
al piano a. ed alla retta BC ; cfn A.SyW piano passante pel pnnto A e per la 
retta By; con a.Bc la reità comune al piano a ed al piano Bc; con A .Br 
la retta che congiunge il punto J col punto Bc, ecc. Scrivendo ».BC^a' 
si TOrri significare che il punto comune al piano a ed alla retta BC è <4' ; la 
scrittura ii^i4fiC... indicherà che la retta u contiene i punti A, B,C..., ecc. 

2, Frojettare da un pimto fisso (centro dì proiezione) 
nna figura [ABCD...., (ó)cd....] composta di punti e di rette si- 
gnifica costroire le rette o raggi projettantì OA, OB, OC, 
OD,... p i piani (piani projettanti) Oa, Oh, Oc... Si ot- 
tiene cosi nna nuova figura composta di rette e di piani passanti 
pel centro 0. 

3> Segare con un piano fisso <7 (piano trasversale) ona 
fignra [a^yd..., ahcd...] compose di piani e di rette significa 

1 Cremon.Ij Elem. H Geom. prnjtlt. 
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costruire le rette o tracce ?«, a^, =^7..., ed i punti tracce 
<ja,'jb, uc... Ne risulta per tal modo nuR. nuov^ figura composta 
di retto e di pnnti giacenti nel piano cr. 

4. Frojettare da una retta fissa s (asse) una figura 
ABGD... composta*di punti significa costruire i piani sA, sB, sC... 
La nuova fignra che ne risulta è dunque composta di piani tutti 
passanti per l'asse s. 

5. Segare con nua retta fissa s (trasversale) una 
figura a^'/3... composta dì piani significa costruire i punti sa, 
sj3 , 97 .... La nuova figura è dunque costituita da punti allineati 
sulla trasversale fissa s. 

6. Se una figura è composta di rette ahc... passanti per un 
punto fisso centro 0, sì pu& progettarla da una retta od 
asse s che passi per 0; ne risulta una figura composta de' piani 
sa, ^, se.... 

7. Se una figura è composta di rette abc. tutte situate ia un 
piano fisso, si pu6 segarla con una retta (trasversale) s gia- 
cente nel medesimo piano ; la figura che ne risulta è costituita 
dai punti sa, sZ>, se... (^). 



1 2. Projezione centrale. 

8. Proiettare da un ponto (centro di projezione) 
sopra un piano (quadro) v' una data figara ABC... 
ahc... composta di punti e di rette, sigAifìca projettare (N° 2) la 
fignra da e quindi segare (N" 3) col piano o-' il complesso delle 
rette e dei piani proiettanti; vale a dire, costruire i raggi OA, OB, 
OC,... e ì piani Oa, Oh, Oc,.... e quindi i punti t'. OA^A', 
7'. OB=B, <j'. OC^ C... e le rette a'. Oa = a', (/. Ob^b', 
j'.Oc^c' .... La nuova fignra costituita da questi punti e da 
queste rette, che tutte giacciono nel piano ?', sì denomina imagine 
prospettiva projezione della figura data, dal centro O 
sul quadro o-'. 

9. Se anche la figura data è piana (fig. 1*), cioè se i punti 

(*) Projeltar« e segare: quesle looo le due operiitoiij fondamentali della geo- 
metria projeUivi. 
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ABC... e le rette (^.., giaccipno in un solo e medeeìmo piano i 
(in generale non parallelo a a), h evidente che viceverEa la figura 
data 7 è la proiezione o imagine prospettiva della nuova fìgara </ 
dal centro sul quadro a. Perciò le dae figure piane <7 e o-' si di- 
cono prospettive Q). Diconsi poi corrispondenti i punti A 

ed A, B e B, C e C...., e le rette a ed a', & e &', e e e' ; in 

generale sono corrispondenti una parte della figura a ed una 
parte di (/, qnando l'iiua è la proiezione o imagine dell'altra, cioè 
quando l'nna è l'insieme dei punti e delle rette corrispondenti ai 
ponti e alle rette dell'altra. 

Due punti corrispondenti, come A ed A, giacciono in un raggio 
(prcgettaDte) che passa per 0; e cosi pure dae rette corrispon- 
dènti, come a ed a', sono in un piano (progettante) che passa 
per 0; donde segue che due rette corrispondenti si segano in un 
ponto della retta comune ai due piani u, (/. Se, nel piano ?, il 
punto A giace nella retta a, anche nel piano a' il pnnto A cor- 
rispondente ad A giacerà nelU retta a' corrispondente od o; e 
viceversa. 

10. Consideriamo due rette a, a' corrispondenti (fig. 2*); ogni 
raggio condotto per nel loro piano incontra a ed a' in due punti 
corrispondenti, come A, A. Se il raggio si muove ruotando in- 
torno ad Oy variano simultaneamente i punti .i ed ^' ; se il raggio 
s'accosta ad esse^re parallelo ad a, il pnnto A s'avvicina ad T (punto 
comune ad a' ed alla retta passante per e parallela ad a), ma 
il punto A si allontana sempre più. Affinchè sussista senza ecce- 
zione la proprietà che ad ogni punto di a' corrisponda on punto 
di a, noi diremo chela retta a ha un pu-nto J all'infinito, nel 
quale viene a cadere A quando A cade in T, cioè quando il raggio 
mohile intomo ad diviene parallelo ad o. La retta a ha un solo 
pnnto all'infinito, perchè per passa nn solo raggio parallelo ad a, 

n ponto r, imagine del punto all'infinito /, dicesi punto di 
fuga punto-limite. 

C) In gesenile diconsi prospelUve due figure, se li pQnli A,B, C,... dill'au 
«orrispondiDo, secondo dm li-gge, i punti A', fi', C, .- drll'ittra, e inoltre le dae figure 

si trovino in Ule posizione clie le retic AA', BE', CC eongiuDgenli I punti corri- 

spondenli, eoncorrano io un punto Suo. Per esempio touo figure prospettive le seiioni 
bile in no cono da due piani, o da un piano e da uni sFera patsulepcl vertice, ecc. 
(Vedi anehc Baltzeb, Stereometria, p. 74). 
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Analogamente la retta a' ha nn punto J' all'infìnìto, che è il 
coiTÌspondente del punto J* ove a è segata dal raggio parallelo ad a'. 

Lue rette parallele hanno lo stesso punto all'infinito. Tutte le 
rette parallele ad uua medesima ;SOtto da considerarsi come aventi 
on punto comune (all'infinito). 

Due rette situate in uno stesso piano hanno sempre .un punto 
comune (a distanza Unita o all'infinito). 

11. Se ora la retta a assume tutte le posizioni possibili nel 
piano 9-, la corrispondente retta a' risulterà, sempre determinata 
. come intersezione dei piani a e Oa. Variando a, il raggio Olge- 
nera nn piano n parallelo a ff, e il punto /' descriyerà la retta ttc', 
che diremo *'. Questa retta i' è dunque tale, che ad un suo punto 
qualunque corrisponde nn punto all'infinito nel piano ?, comune 
anche al piano tt. La linea luogo di questi punti all'infinito si am- 
metterai essere una retta è, perchè essa dee corrispondere alla retta 
i del piano a', e dee costituire l'intersezione dei piani w, ? ; e per 
tal modo sussisterà senza eccezione la legge che ad ogni retta 
di tr' corrisponda una retta di tr. 

U piano ? ha una sola retta all'infinito, perchè per passa un 
solo piano parallelo a 7. 

La retta i', imagine della retta all'infinito i, dicesi retta di 
fuga retta-lìmite. 

Analogamente, il plano a' ha una retta all'infinito, che è la cor- 
rispondente di quella in cni o- è segato dal piano n' condotto per 
parallelamente a a". 

Due piani paralleli hanno la stessa retta all'infinito. Tutt'i piani 
paralleli ad un medesimo piano sono da considerarsi come passanti 
per una retta fissa (all'infinito). 

Se una retta è parallela ad un piano, la retta all'infinito del 
piano passa pel punto all'infinito della retta. Se due rette sono 
parallele, esse incontrano in uno stesso punto la retta all'infinito 
del piano determinato da quelle due rette. 

Due piani s'incontrano sempre secondo una retta (a distanza 
finita all'infinito). 

Una retta ed nn piano (che non passi per la retta) s'incontrano 
sempre in un punto (a distanza finita o all'infinito). 

Tre piani, che non passino per una medesima retta, hanno sempre 
un punto comune (a distanza finita o all'infinito). 
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12. TsoRMu. — Se due triangoli sono prospettivi (*), le interse- 
zioui dei lati corriapoudenti sono in linea retta. 

a) In primo luogo, i triangoli ABG, ASG giacciano in due 
piani differenti a*, a\ e sia il pnnto di concorso delle congiun- 
genti XI', BB', ce (fig. 1*). Allora i dae triangoli sono le se- 
zioni fatte dai piani o-, tr' in ano stesso triedro di vertice 0, le 
cui facce contengono le coppie di lati BC e BC, CA e CA, AB 
ed AB. Per conseguenza i due lati di ciascuna coppia s'incon- 
trano, e i tre punti d'incontro, dovendo giacere in ambedue i piani 
<7, (f, sono situati nella retta a<^. 

h) In secondo luogo, giacciano ì due triangoli dati A^ByCy, 
A^Èfi-i in uno stesso piano a (Gg. 3*). Dal punto 0, comune alle 
congiungenti A^A-i, BiBz, CiCi, e fuori del piano o, conducasi una 
retta ad arbitrio, e in questa assumansi i punti Si, S.^, Da jS^i pro- 
jettisi il triangolo ^i£,C,, e da Si il triangolo A^B^Ci- Siano 
A, BfC i punti in cui lo rette SìA^, <?,£,, S^Ci segano ordinata- 
mente le SiAì, S.B.>. S^Ci-, il triangolo ABC sarà prospettivo si 
ad A^B,Gi, sì ad A^B.C-.. Le rette BC, B,C„ B^C^ a due a due si 
segano, epperti concorrono in uno stesso punto A(^ {^); così CA, 
C,j4|, CjAi concorrono in un pnnto Bq-, e AB, -4, 5,, A^B-i con- 
corrono in nn punto Cg. I tre pnnti Ag, Ba, C^ sono situati 
nella retta comune al piano 7 ed al piano ABC. Il teorema è cosi 
dimostrato. 

13. Teoksiì. — Se due triangoli J.,£,C|, AiB^Ci hanno la 
proprietà che i lati jB,C, e B^Ci, C,Jl| e C-iA.,, A^Bt ed A^B^ 
si seghino in tre punti A^,Bq, Cq di una stossa retta, i due trian- 
goli sono prospettivi. 

DnosTaiziOKE. — Se ì due triangoli dati giacciono in piani dif- 
ferenti, i piani determinati dalle suddette coppie di lati sono le 
facce di nn triedro, i cui spigoli AiA^, BiBi, Cfii concorrono 
nel vertice 0. 

6e ì dne triangoli sono in nno stesso piano a, conducasi (fig. 3') 
un altro piano por la retta A^BaC^, e su di esso si projetti il 

(1) Vedi la Dola al N" 9. 

(*) I.a BC è rìntersezLDne del piani 5,5,(7,, S,A,C, cbe mm dislinlj fra loro; vale 
a dirr, le relle BC, B^Ct, BJCt bob sono tulle e tre in nno slesso piaoo. Il punlo ia 
cni la BC incontra it piaoo delle Bfi,, B,C, sari per consegaenza cornane a lulle e 
tre qneste relle. 
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■triangolo -^,5,6^ da nn centro arbitrario 6V Se la projezione è 
ABC, le retto BC, B^Gi avranno in comune il piìiito Aq pel quale 
passa anche BX'^; e cosi CA passerà per S^, AB per G^. Le 
rette AA, , BB-j , GC, a due a dae si segano , senza però essere 
tatte e tre in uno stesso piano, laonde concorrjno in un punto S.. 
Le rotte 8^8,, A^A, sono in nn piano, perchè 8iAj,8.,A.y si se- 
gano in A; dunque SiS-, sega AiA;, B,Ri, C,G.i, vale a dire 

■AiA^, B_B., C\C-i concorrono nel punto comune al piano t ed 
alla retta S^S^ (i). 

14. La dimostrainone del teorema lA" 12, pel caso che i due 
triangoli siano in piiuai differenti, sussiste per due figure piane 
prospettivo e, t' qualsivogliano ; come del resto abbiamo già veduto 
al N" 9. Ossia : 

- Se due figure piane ABC..., A'B'C ... situate in piani diffe- 
renti sono prospettive, vale a dire, se i raggi AA', SB', GC ... con- 
corrono in un punto 0, le rette corrispondenti AB od A'R, AC 
ed AC ..., BC e B'C',..., si segano in punti di una linea rotta, 
che è l'intersezione dei piani (? , o-'. 

Dnc. — Se ilf è nn punto di questa retta, e se nna retta a di 
<r passa per M, anche la corrispondente retta a passerà per Jf : 
infatti le due retto a , a' sono le intersezioni dì uno stosso piano 
(projettante) coi piani (T.ct', opperà devono concorrere nel punto 
cornane ai fre piani. 

La retta 79' è il luogo dei punti che corrispondono a so medesimi. 

Alla retta tu' è parallela la retta-limite i' del piano a', giac- 
ché i' e la retta corrispondente, che è tutta all'iofÌDito in 7, deb- 
bono segarsi su o-y. Analogamente è parallela alla retta 77' la 
retta-limite j del piano o*. 

15. Viceversa, se ai pnnti A, B, G, ... ed alle rette AB, AC, ... 
BC,... di nna figura piana «7 ' corrispondono ordinatamente i punti 
A, B, C',... e le rette AB', AC',..., B'C,... di nn'altra fignra 
piana o' (^, in modo che le rette corrispondenti AB ed Al^, AC 
ed AC,..., BCe B'C,... si seghino in punti di nna retta fissa 
(la retta ct'), le due figure sono prospettive. 

Infatti: sia il punto coranne ai tre piani AB. AB, AC. AG, 

Q) Baltzer, Stereom., p. 7i-G. Il tcoren» dei Ni 43 e 13 è dovnta a Desirgues. 
<*; I piani I, a' sono supposti dlsllDli fra loro. 
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^.BC; in O concorreranno i tre spigoli AA, SB", CC dol 
triedro formato dai piani medeeimi. Cosi pare ì tre piani AB. AB, 
AB. AD', BB.BB' si segheranno in an ponto, che sarà co- 
mane agli spigoli AA, BB, DB'; questo ponto ò ancora 0, 
giacché a determinarlo bastano le dne rette AA, BB. Dunque le 
rette AA, BB, CC, BB', ... passano totte per uno stesso pnnto 
0; ossia le dne %nre proposte sono prospettire, ed ò il 
loro centro di projezione. 

§ S. Omologia. 

16. Eiprendasi la considerazione dei W 9, 10, 11 e si imagìni 
ora che, rimanendo invariabile e fissa la figura a' nel proprio 
piano, questo sì &ccia girare intomo alla retta it' (i) finché 
eB80 coincida col piano <7. Allora le due figure ?, <?' Terranno a tro- 
varsi in un medesimo piano. Le coppie di rette corrispondenti, 
come a ed a', 6 e &' ... si segheranno ancora sopra una retta fissa 
<r</, giacché qu(tsta è rimasta immobile nella rotazione del piano 
•r*. Ma a qnal legge saranno ora so^;ettfl le rette AA, BB, CC ... 
■dna nniscono le coppie de' ponti corrispondenti delle due figure 
adagiate in uno stesso piano? Dico che concorreranno sempre in nn 
ponto fisso O. 

Infatti, siano A eA A, B e B, C e C tre coppie di pnntì cor- 
rispondenti; esse formano due triangoli ABC, ABC, de' quali si 
sa che le coppie di lati BC e BC, CA e CA, AB e AB si se- 
gano in tre punti in lìnea retta. Perciò (N* 13) i raggi AA, 
BB, CC concorreranno in un pnnto 0. Ma a determinare questo 
pnnto bastano ì dne raggi AA, BB', dunque, in qualsiasi mo<1o 
si scelga la terza coppia di punti corrispondenti C, C, sempre av- 
Terrà che il raggio CC passi pel punto 0. 

Due figure cosi fette n, v', le quali non sono altro che due figure 
prospettive, ì cui piani vengano ribaltati l'uno sull'altro, diconsi 
anche omologiche (^; centro di omologia o centro di 
coltineazione il punto col quale sono allineate le coppie di 

C> fa qaeiu rotazione le due Osare si eoniervino tempre prospettive, ed il eenlro 
di projeiione descrive uà cercbio il cui piano è perpcBdicglire iDi reità >•' ed il cui 
centro è nella rella-iimite di <■ Vedi BjU.tzui, Stereom., p. 79. 

(^ Ctr, Daltzer, Stereom., p. 77. La denomiBatione è di Pohcelet. 
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punti GorrispondeEti; asse d'omologia, asse dì coIlineazioBe 
la retta qq' Snlla qnale concorrono le coppie dì rette corrigpondenti. 
Oiascuna figura ha una retta-limite; essa è la retta che corrisponde 
aH'infinito dell'altra figura. Le due rette-lìmiti sono parallele al- 
l'asse di omologia (K" 14). 

17. TEOKEflu. — Se ai punti A, B, C... ed alle rette AB, AG..., 
se... di una figura corrispondono ordinatamente ì punti A',B,C.. 
e le rette A'B',A'C..., B'C ..., di un'altra figura situata colla 
prima in uno stesso piano, e se le coppie di punti corrispondenti 
A eA A', B e BfC e C ... amo allineale con un punto fisso O, 
dico che le rette corrispondenti AB ed A'B, AC ed A'C ... BG 
BO ... si segano in ptinti dì una retta fissa. 

Dm. — Siano infatti 06d«',6e&',cec'tre coppie di r^te 
corrispondenti; siccome, per ipotesi, le rette che congìungono ì rer- 
tìcì corrispondenti de' triangoli <à)c, a'b'd concorrono in an punto 
0, cosi (N" 12) i lati corrispondenti o ed a', i e 6', e e c\ si se- 
gheranno in tre punti in linea retta. Ma a determinare questa retta 
bastano ì due punti oa', W\ epperd essa rimane la medesima se 
in luogo di e e e' sì considerino due altre rette corrispondenti 
qualisivogliano. Dunque dne rette corrispondenti sì segano sem|ffe 
sopra una retta fissa, che indicheremo con s. 

Ne segue che, se ora le due figure si concepiscono situate, non 
in un solo e medesimo piano, ma in due piani sovrapposti, e se, 
tenendo fisso l'nn d'essi, sì fa girare l'altro intorno alla retta s, 
si otterranno due figure nelle precise condizioni supposte al N* 16, 
cioè due figure prospettÌTe. 

Richiamisi poi che le considerazioni del K° 16 costituiscono la 
dimostraidone del teorema che segue: 

. Se due figure sono in un medesimo piano, e se ai punti A, B, C... 
ed alle rette AB, AC, ... BG, ... deU'una corrispondono ordinata- 
mente i punti A', B, C ... e le rette A'B", A'C', ... BC, ... del- 
l'altra, in modo che due rette corrispondenti si seghino «empre 
sopra una retta fissa, le due figure sono prospettive, Tale a dira, 
le conginngenti AA', BB, CC, ... concorrono in un ponto fisso. 

18. Esercizio. — Dati il cenlro e l'asse s d'omologia, e dati Ìno)lr« 
due punii corrispondenli A, A' (allineati con 0), costruire la figura omo- 
logica ad una data. • 
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a) Atsaoto dd altro panlo U della fi^ra data (&g. 4*), per ottenere il suo. 
corrispondenle B', osservo che il raggio BB' deve passare per 0, e che le 
rette corrispondenti AB, A'B' devono segarsi su t; dunque B' sarà il ponto 
cemune ad OB e alla congiungente dì A' colla intersezione di AB con s (*). 
In ugual modo si costruiscona quante altre coppie si vogliono di ptiniì cor- 
rispondenlj. E per costruire la retta r' corrìspondeote ad una daU r, basU 
trovare il punto B' corrispondente di un punto fi di r, e congìungere ff- 
col punto ri. 

b) Per trovare il ponto r corrìspendenu al ponto all' infinito / di una 
retta data , per ^. di un r^gio uscente da 0, sì ripeterà la coslroKione 
suesposta pel punto B"; cioè i* sarà il pnito comune al raggio dato 01 ed 
alla retta nlie coogionge A' col punto d'intarseiione di < colla retta Al 
(cioè colla retta passante par j4 e parallela al raggio dato 01). 

e) Tutt' i punti analoghi ad i* (corrìspoudenli ai punti all'infinito delta 
figura data) cadono in una retta t' parallela ad i, la quale i' 6 la retta- 
limite della seconda figura, 

Se nella costruzione precedente si scambiano Tra Uro i punti A, A', ai 
otterrà un punto / della relta-limlte j della prima figura. 

d) Invece di due punti corrispondenti A, A', potrebbero essere date [Ag. 6*) 
due rette corrispondenti a, a (segaatisì su ij. Ogni raggio per le sellarli 
io due punti corrispondenti. Assunta un'altra ratta b nella prima figura, 
per ottenere la corrispondente li', basta unire il punto bi con quello in CQÌ 
a' è segata dal ra^io che da va al punto ab (^, 

e) I dati del problema potrebbero essere (fig. C) il centro 0, l'asse s e 
la retta-limite ;' della prima figura. Allora, se una retta « della prima fi- 
gura sega ; in / ed > in P, la retta corrispondente a passerà per P e sari 
parallela ad OJ. 

Per trovare il punto il' corrispondente ad un dato punto A, si troveri 
la retta a' corrispondente ad una retta a condotta ad arbitrio per A; iodi 
si prenderà l'intersezione di a con OA. 

Ritenuta la precedente costruiione delle figure omologiche , siano an- 
cora il centro, t l'asse d'omologia, e j la retta-limito della prima figura. 

Hella prima Dgura (Gg. 7*, 8' e 9*] sia dato un cìrcolo G; ad esso corri- 
sponderà nella seconda figura una curva G che potremo costruire, trovando 
nel modo suesposto i punti e le rette che corrispondano ai punti ed alle 
tangenti di C. Due punti corrispondenti M, M' delle due curve saranno 
sempre in linea retta con 0; e due corde corrispondenti (cioè le conginn- 
genti J/iV, M'N' di due coppie dì punti corrispondenti) si segheranno sempre 



(*} Questa costruzione mostri che se B cade in s, il paolo B' coincide con B; cioè 
ogni paolo di t torrispoDde a si medesimo. 

. C) Pi ^i ai vede inbiio che se a piwa per 0, la relU tf coincìde con a; cioè 
ogni retta per corrisponde a sé medesima. 
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sa »; 9, come caso parlicobre (<). ^ue langenlì m, m' corrispond«nti {cioil 
le tangenti in due punti corrisponJentì SI , ti') concorreranno del pari in 
m punto di i. 

Di <\m risulta manifesto clie la curva C, al pari del cìrcolo, ha le doe 
proprietà : \* che qualunque retta del sno piano o la sega in doe punii, o 
le è langenlo in un punto, o non lia con essa alcun punto connine; 2" che 
da un pnnlo arbitrario del piano si possono condurre alla corva due tan- 
genti, una sola (so il punto ò nell:i curva), o nessuna. 

Siccome due fìgure omologiche si possono supporre prodotte dalla sovrap- 
posizione di due piani prospetlivì (N* 1 7) , cosi la curva C non 4 altro cbe 
la setione fatta da un pianu qualsivoglia in un cono obliquo a base circo- 
lare, cioè nel cono formato dalle rette cbe projcttano i punti dì un circola 
da un centro presu ad arbilrio nello spazio. Perciò ta curva C si denomina 
MiioDe conica, o semplicemente conica; vale a dire, la curva umo- 
legica ad un circolo i una conica. 

g] I punti della retta j corrispondono ai punti all'infinito della seconda 
figure. Ora il circolo C può Slegare j in due punti /|, J2> ^ toccare / in nn 
punto /, non avere con ; alcun punto comune. 

Nel primo caso (flg. 7*), la curva C avrà adunque due punti /,, ì^ a di> 
iianza inflnita, siloati nelle direzioni delle, relte OJ{,OJ%. Alle due rette cbe 
sono tangenti al cerchio C in /), J2 corrisponderanno due rette (risp. paral- 
lele ad 0/|, O/j) che sono da considerarsi come langenli alla curva C 
ne' suoi punti all'infinito }\, J'^- Queste dnc tangenti, i cui punti di con- 
lalto sono all'infinilo, diconsi ossinloti della curva C, alla quale si dà 
il nome d' iperbole. 

Nel secondo caso (fig. 8*), la curva C ha un solo punto / all'infinito, e in 

esso è da considerarsi come toccata dalla retta all'inUnilo j", che è la corri- 

■pondenle di;, tangente al circolo in /. Questa curva C chiamasi parabola. 

Nel terzo ceso (Dg. 9*), la curva C, che non ha piiì alcun punto all'infiDÌto, 

dicesi ellisse. 

A^ Il centro d'omologia è un punto che corrisponde a &è stesso, ed ogni 
ra^ìo passante per esso corrisponde del pari a sé meditsimo. Dunque se una 
curva C passa per (fig. 10*), anche la curva corrispondente C pa&seril per 
0, e le due curve avranno ivi ],i stessa Lingenle. 

Cosi pure, ciascun ponto dall'asse d'omologia corrispondi* 3 sé medesimo; 
dunque, se una} curva della prima figura tocca » in un punto, anche la curva 
corrispondente della seconda figura sarà tangente ad é nello stesso punto, ecc. 
ij Notiamo due casi particolari: 

1* L'asse I d'omologia sia lutto a distanza infinita; allora due rei te corri- 
spondenti sono sempre parallele, vale a dire, due angult corrispondenti sono 

P) Giacché la tangente in Jf è consJderaU come ia rc(ii die pasM per Jf e pei 
ponto inflnitamenie vicino della curva. Baltzlr, Planmetria, p. 41. 
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sempre uguali. In questo caso, le due Hgiire dìconsi simili e similmente 
poste, od ancbe omotetiche; e il pnnlo centro dì simili Indi ne o 
centro d'omotetia. In duo Sgnre omoleticbe, ad vn circolo corrisponde 
sempre un cìrcolo. 

2* Invece puJi essere n dr&lania infinita it punto 0; altura le relte che uni- 
scono coppie di punti corrispondenti sono parallele ad una direzione fissa. In 
questo caso le flgure dicnnsi omotogichR-arrini (<)i e la rctt» t asse 
d'affluiti. Ad un punto all'ìalìnilo corrisponde un punto airiufinito -, e la 
retta all'inliiiìlo corrisponde a sé medesima. Segue di qui che ad un'ellisse 
corrisponderà un'ellisse, ad un'iperbole un'iperbole, ad una parabola una 
parabola, ad un parallelogrammo un parallelogrammo. 

§ 4. Figuro omologlehe a tre dimensioni. 

10. Abbiasi ora una Ggura coroposla di punti, piani e rette, comunque 
situati nello spano a tre dimensioni, e (ciò che può avvenire ndla coslrusione 
dei bassorilievi e nelle decorazioni teatrali) se ne Taccia una rappresenta- 
zione prospettiva in rilievo, come segue. Assumasi un punto dello 
spailo come centro di prospetlÌTa o di omologia; un piano n 
(piano d'omologìa), ciascun punto del quale debba essere imagìnc di 
sA stesso; nd inoltre un punto A' come imagine di un dato punto A della 
figura obbiettiva, in modo che la retta AA' passi per 0. Allora, sìa B un altro 
puntu qualunque; per ottenerne l'imagiue B', sì conduca il piano OAB, e 
in esso sì proceda come se si trattasse di costruini due ligure omologi- 
che, per le quali sia il centro, la retta comune ai piani OAB,n sia 
l'asse, ed AA' siano due prmli corrispondenti. Il punto B' sarù l'inlerse- 
ziona di OD colla rotta comlolin da A' all'intersezione del piano ir colla 
n-lla AB (N" 18, o). 

In lai giiì^a, per cì'iscun punto della figura data si otterrà il punto corri- 
spondente dcH'ìningìne; e due punti corrispondenti saranno sempre allineati 
col plinto (Isso 0. Ciascun piano a condolto per sega le due ligure solide (la 
proposta e l'imagine) secnndo due figure omologiche, per le quali è il centro 
e la reità ffT è l'asse d'omologia, d'onde segue che ad ogni retta della figura 
dala corrisponderà una retta nella imagine, e che due rette corrispondenti 
gÌ.iccinno sempre in un piano passanle per e s'incontrano in nn punto del 
piano X. 

Diro iuollre che ad ogni piano a. appartenente alla figura dala e non pas- 
sante per corrisponderà nell'iinagine ancora un piano. Infatti, alle rette a, b, 
e... drl piano a corrispondono allretlante rette a\ b\ e'...; ed ai punii ab, 
oc..., he..., ì punti ab', a'c'.,.. Va'... Ciot le retto a', b', e', ... sono tali che 

(') BuTiER, Sttreota., p. 79. 
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a due a 4ue si segano, senza perb aver lulte uno slesso punto comune: 
dunque (<) esse giacciono in un medesimo piano a'. 

Sue piani corrispondenti «, a si segano sul piano n; inralti tuU'i punii ep- 
perb anche tnlte le rette di questo piano corrispondono a SÈ medesime, 
dunque la retta aV coincide colia retta clx. 

1 due piani a, a.' costituiscono evidentemente due figure prospettive (come i 
piani e, a dei K' 9,.. 11). 

In ogni piano a passante per vi è una retla-limile t' che è l'imagine della 
retta all'inGnito del piano medesimo. Le rette-limiti di due piani ff|, «^ hanno 
un punto comune, che è imagine del punto all'iniìnilo della retta OfO^. Le 
rette-iimìLl di lulL'i piani a sono dunque tali che a due a due si segano : e sic- 
come esse non passano tulle per uno stesso punto (giacché i piani per s non 
passano tulli per una medesima retta), cosi giaceranno tutte in uno stesso 
piano p'. Questi) piano p',.cb4 piJÒ dirstpiano di fuga o piaB0;limile, 
è parallelo al piano ?r, perchè tutte le rette-limiti de' piani e sono parallele 
allo stesso piano n-. 

Esso piano-limite f' è dunque ì! luogo delle rette corrispondenti allérelle 
all'infinito di tutti i piani dello spazio, epperò anche il luogo dei punii all'infi- 
nilo di tulle le rette dello spazio: infatti la retta all'ìnlinito di un piano qua- 
lunque a. non è altro che la reità all'infinila del piano parallelo ad a e passante 
per 0; e cosi pure il punto all'infinito di una retta qualsivoglia a coincide col 
punto all'infinito della retta parallela ad a e passante per 0. 

20. 1 punii all'infinito di tutto lo spazio a tre dimensioni sono adunque 
tali ebe le loro ìmagini sono punti di un solo e medesimo piano f (il piano di 
tuga). È dunque naturale di considerare lutt'i punti all'infinito dello spazio 
«ome situati in un piano p (il piano all'infinito), che Ita per sua imagine it 
piano-limite p' (2). 

Ammessa la nozione del piano all'infinito p, il punto all'infinito di una retta 
qualsivoglia a non è altro che il punto aj>, e la retta all'infinilo di un piano 
qualsivoglia a. non è altro che la retta atf. Due rette sono parallele, se si in- 
conlrano in un punto del piano f ; due piani sono paralleli, se la retta ad essi 
comune giace net piano p, ecc. 

§ 5. Forme geometriche. 

Zi, Si denomini: 

Betta punteggiata o semplicemente punteggiata nna figura 
A. B.C.. costituita da punti allineati in una retta: tale è per 
«sempio la figura che nsulta dalle operazioni del N' 5 e 7 ; 

CJ Infitti, siccome e' sega n' e A' senza passare pel pnnto a'^, cosi e' hi due poati 
comuni col piano a'b'i epperò e" giace nel piano a'f, ecc. 
(*; BiLTZER, Stereom., p. 8), 
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Fascio di piani una figura oc^.y... costituita da piani tutti 
passanti per una medesima retta (asse del fascio); tale è la 
figura che risulta dalle operazioni dei N' 4 e 6; 

Fascio di raggi una figura a.b.c... costituita da rette poste 
in un piano e uscenti da un punto fisso (centro del fascio); 
tale i la figura che nascereblie se si applicasse l'operazione del 
N' 2 ad una punteggiata, ovrero quella del TU" 3 ad un fascio 
di piani; 

Sistema piano (piano punteggiato o piano rigato) una 
figura costìtoita da punti e rette tutte giacenti in un medesimo 
piano: tale è la tgnm che nasce dall'operazione del K' 3; 

Stella una figura costituita da rotte o piani passanti per un 
punto fisso (centro della stella), quale ò quella che risulta 
dall'operazione del N" 2. 

22- Le prime tre figure si possono dedurre l'una dall'altra me- 
diante una proiezione o una sezione. Infatti (<): 

Da una punteggiata A.B.C... si ricava il fascio di piani 
8[A.B.C...) projettando quella da un asse s (N" 4); si ricava 
invece il fascio di raggi 0{A.B.C ...) projettando la medesima 
da un centro (N» 2) ; 

Da un fascio di piani «.j^.y ... si ricava la punteggiata 5(a.i3.7...) 
segando quello con una trasversale s (TS' 5), e si ricara invece il 
fascio di raggi i7(c!.|3.7...) segando il fascio dato con un piano 
trasversale o- (N" 3); 

Da un fascio di raggi a.b.c... si deduce la punteggiata <7(o.6.c...) 
segandolo con un piano trasversale u (K" 3); si ottiene invece il 
fascio di piani 0(a.b.c...) se si projetta il fascio dato da un 
centro O (N" 2). 

23. Analogamente le ultime due figure del TU" 21 si deducono 
l'una dall'altra con una di quelle operazioni (N* 2, 3); infatti, se 
da un centro sì projetta un piano punteggiato o rigato, si ot- 
tiene un» stella; e viceversa,- se con un piano trasversale si sega 
una stella, si ottiene un piano punteggiato o rigato. Due figure 
piane prospettive (ÌH' 9) sono due sezioni di una med^ìma stella. 

{') Indichiamo con s(A.B.C...)li terie ieif\aaitA,iB,sC,...;QoaO{A.B.C...) 
la serJe de' raggi OA, OB, OC,...; con s{it.fi.y...) la serie de' punti a«, (j9, «/,... ^ 
con a{a.^.y...] la serie delle rette >■, '^, sy,... eccllsiama ÌDdilTereDleniente le scrii- 
lare A.B.C..., ABC... per indicare la serie de' punii A,B,C,..., ecc. 
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34. Elementi della punteggiata sono 1 punti; del fascio di 
piani, i piani; del fascio di ra^i, le rette o raggi. 

Nel sistema piano possono considerarsi come elementi tanto 
i punti quanto le rette. Considerando come elementi i punti, le 
rette del piano (punteggiato) sono altrettante panteggÌate;ÌQTece 
se si considerano come elementi le rette (ra^gi), i punti del ^ iano 
(rigato) sono ì centri d'altrettanti fasci di raggi. 

U piano punteggiato (nel quale gli elementi sono i ponti) con- 
tiene adunale in£aUe ponteggiìatd. (})', a il piano rigato (nel quale 
gli elementi sono i raggi) contiene infiniti fasci di ra^ (3). 

Nella stella si possono considerare come elementi tanto ì piani 
guanto le rette o raggi. Assumendo come elementi i piani, le rette 
della stella sono assi di altrettanti fàsci di piani; invece se si con- 
siderano come elementi le rette, i piani della stalla sono altret- 
tanti fasci di raggi. 

La stella contiene adunque infiniti fasci di piani o infiniti fasci 
di raggi , secondo che in essa si considerino come elementi i piani 
le rette. 

S5. Anche lo spazio a tre dimensioni (sia esteso all'infinito, o 
sia nna porzione limitata di esso) putì essere concepito come nna 
figura geometrica, gli elementi della quale siano i puliti o i piani. 

Assumendo come elementi i punti, le rette dello spazio sono al- 
trettante punteggiate, e i piani dello spazio altrettanti piani pun- 
teggiati. Invece assumendo come elementi ì piani, le rette dello 
spazio sono assi d'altrettanti fasci di piani , e i punti dello spazio 
sctno i centri di altrettante stello. Lo spazio contiene adunque in* 
finiti piani pjmteggiati (S) o infinite stelle (*), secondo che per 
costruirlo s'intenda assunto come elemento il punto o il piano. 

36. Le prime tre figure, cioè la punteggiata, il fascio di piani 
ed il fascio di raggi, le quali hanno la proprietà di potersi de- 
durre l'uua dall'altra mediante una delle operazioni (N' 2, 3, . .), si 



(') Una d[ etM ha (oU'i suol punti a dUtauia Inflnita; ciascuna delle allre ha un 
■olo punto airinflnilo (IS' 10 eli). 

(*) Li rella all' infinita apparliene a inftnllì fasci di raggi, ciascun de' qtiali ha il 
centro a disianza ìnfinila, cioè coDsla di raggi lulti paralleli. 

(*) Uno de' quali è interamente a disianza iuBnita (N* 30). 

(*) Fra le quali ve ae sono ancora influite che hanno il cenU'a ad isUn» infinita, 
cioè che constano di raggi paralleli. 
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abbracciano insieme colla denomiDaàone di forme geometriche 
fondamentali di 1* specie. 

La qiurta e la quinta figura, cioè il piano puntellato o rigato 
e la stella, che si deducono parimente l'una dall'altra con ima delle 
operazioni (K' 2, 3) e che oltre a cit> hanno la proprietà di conte- 
nere entro dì sé infinite forme fondamentali di 1* specie, diconsi 
forme geometriche fondamentali di 2' specie. 

Lo spazio, che comprende in sé infinite forme di 2* specie, yìea 
considerato come forma fondamentale di 3* specie. 

Le forme geometriche fondamentali sono adunque sei: tre 
di 1', due di 2" ed nna di 3' specie. 

§ 6. Principio di diulità. 

37. La geometrìa, in generale, stadia la generazione e le pr»- 
prìetà delle figure contenute: l" nello spazio a tre dimensioni; 
2" va un piano ; 3° in una stella. Li tutti e tre questi casi eia- 
Senna figura contenuta non è altro che nn complesso. d'elementi, 
0, àò che toma lo stesso, il complesso delle posizioni assunte da 
nn elemento mobile o variabile. L'elemento mobile, generatore delle 
figore, pnt> essere nel l" caso il punto o il piano, nel 2° il ponte 
la retta, nel 8* il piano o la retta. Perdo tì sono sempre due 
maniffl'e correlatire o reciproche di generare fignre 6 svol- 
gerne le proprietà: e in ciò consiste la dualità geometrica, che 
è la coesistenza delle figaro (e quindi delle loro proprietà) a due 
a due: dae figure coesistenti (correlative o reciproche) avendo 
la stessa genesi e non differendo tra loro se non per la natura 
dell'eiementtì generatore. 

Nella geometria dello spazio a tre dimensioni sono forme corre- 
lative la pnnteggiataJj^il fascio di piani; il piano punteggiato e 
la stella, concepita come formata da piani; il piano rigato e la 
stella concepita come formata da raggi. Il fascio di raggi è una 
forma correlativa a sé medesima. 

Nella geometria del piano sono forme correlative la punteggiata 
e il fascio di raggi. 

Nella geometrìa della stella sono forme correlative il fascio di 
piani e il fascio di raggi. 



ib.Googlc 



Lft geometria del piano e la geometria della stella, considerate 
nello spazio a tre dimensioni, sono esse stesse correlative fra loro. 

38. Ecco alcuni esempi di propoaizioni correlative nella geome- 
trìa dello spazio. Due proposizioni correlative si ricavano Tana dal- 
l'altra mediante lo scambio degli elementi punto e piano. 



a) Due punti A, B delerininano una 
reità (la ratta AB che passa pei punti 
dati), la quale contiene inliniti altri 
punti. 

b) Una retta a ed un punto B non 
situato in essa determinano un piano: 
il piano aB che congìunge la retta col 
punlo. 

e^Tre panliA.B, C, non situati in 
una medesima retta, determinano un 
piano: il piano i4fiC, elle passa pei 
ire puu^. 

dj Due rette che hanno un punto 
comune giacciono in uno stesso piano. 

e) Dati quattro punti A, B, C, D, 
se te rette AB, CD si segano, i quat- 
tro punti sono in uno stesso piano, 
epperò si segano anche le rette BC 
e AD, ed anche CA e BD. 

f) Se quante rette sì vogliono a due 
a due si segano, e non passano tulle 
per un medesimo punto, giacciono 
tutte in un medesimo piano (rette di 
un piano rigato) (*). 



Due piani «, jS determinano un» 
retta (la retta a£, secondo la quale i 
piani dati si segano) , per la quale 
passano inBnili altri piani. 

Una retta a ed un piano & non pas- 
sante per essa determinano un punto: 
il punto <S nel quale la retta incontra 
il piano. 

Tre piani a, j8, y, non passanti per 
una medesima retta, determinano un 
punto: il punto si3>', nel quale i tre 
piani si segano. 

Due rette poste in uno stesso piano 
hanno un punto comune. 

Dati quattro piani a, B, y, S, se le 
rette oiS.j'J si segano, i quattro piani 
concorrono in un medesimo punto; 
epperò si segano anche le rette By e 
às, ed anche ya. e &S. 

Se quante rette si vogliono a due a 
due si segano, e non giacciono tutte 
io un medesimo piano, passano tutte 
per uno stesso punto (rette di una 
stella) (2). 



g) Il problema seguente: t In un piano a, per un punto ^4 dato in esso, con* 
durre una retta che seghi una retta data r > (che non giaccia in a, né passi per 
A), ammette due soluzioni correlatire: 



Si conginnga il punto A col punto rtx, 

h) Problema. — Per un ponto dato 
A condurre una retta che seghi due 
retta date h, e (le quali non giacciano 



Si coslruiscii l'inlersezlone del piano 
a, col piano rA. 

pROBLEHA. — In UQ dalo piano «e 
condurre una retta che seghi due 
rette date h, e (le quali non ahbinD» 



(') Vedi la noia al N* h<ò. 

(*) Siano Jutalti le rette a, 6, e,...; siccome ab, oc, bc son tre piani dlsIìDli, cosi 
nel punto ad essi comune concorrono le relie a, b, C, ecc. 
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in UDO stesso piano, né alcana di esse 
passi peri4). 

Soluzione. — Si costruisca l'inter- 
sezione dei piani Ab, Ae. 



♦T 
un punto comune, né alcuni di esse 
giaccia io a). 

SoLtTziORE. — Si congiunta il punto 
ab col punto ecc. 

29. Nella geometria a tre dimensioni, la figura correlativa di un triangolo 
(sistema di Ire punii) & nn triedro (sistema di tre piani) : al piano, ai ver- 
tici, ai lati del triangolo sono rispellìTamenle correlativi il vertice, le facce, gli 
spigoli del triedro. Laonde il teorema correlativo a quello del N' 13 sarà il 
seguente : 

Se due triedri «.'Sy, <Ì'S'y" hanno la proprietà che gli spigoli Sy e 
B'y", y'st e y"*", àB ed «"6" giacciano in tre piani «<,, 6q, y^ passanti 
per una stessa retta, le rette ocV, &S' , y'y" sono situate in uno stesso piano. 

La dimostrazioue è la stessa del teorema al N" 13, scambiali fra loro gli ele- 
menti punto B piano. Per eg. se t due triedri hanno vertici differenti S", 5", i 
punti in cui si segano le coppie di spigoli sono i vertici di un triangolo, i cui 
Iati sono le rette a' ce", 8&", y'y"; queste sodo adunque in un piano (il piano 
del triangolo). 

Cosi pure, nel caso che i due triedri abbiano to stesso vertice S, la dimo- 
strazione sarà correlativa a quella del caso analogo de'due triangoli A'B'C, 
A"B"C" (situati in uno stesso piano) nel N* 13. Il teorema può anche sta- 
bilirsi projeltando da un punto S la figura che esprìme il teorema del N° 13, b). 

11 giovane studioso pub proporsi per esercizio la dimostrazione del teo- 
rema correlalivo a quello del N" 12, cioè: 

Se duo triedri oi'B'y\ aI'S'y" sono tali che le rette a'»", SB", y'y" giac- 
ciano in un piano, le coppie di Iati Sy e B"y", y'd e y"»", dS e «"j8" 
determinano tre piani passanti per una medesima retta. 

30. Nella geometrìa piana due figure o due proposizioni corre- 
lative si deducono l'ana dall'altra mediante lo scambio degli ele- 
menti ponto e retta. Ecco qualche esempio (^): 



B> Due punti A , B determinano una 
retta: la retta AB. 

b) Qaatiro punti A, B. G, D (fi- 
gura 11*), tre qualunque de' quali non 
siano in linea retta , costituiscono 
una Ggura che si denomina qua- 
drangolo completo. Diconsi ver- 
tici del quadrangolo completo i 
quattro punti suddetti ; lati del me- 



Due rette a, b determinano nn 
punto: il punto ab. 

Quattro rette a, b, e, d (lìg. 12') 
Ire qualsi vogliano delle quali non con- 
corrano in un punto, costituiscono 
una figura che si denomina qua- 
drilatero completo. Diconsi lati 
del quadrilatero completo le quattro 
rette; vertici del medesimo i sei 



O Dove, ben inteso, ( punti e le rette giacciono' In un solo e nudesimo plano. 
S CiiHON*, EUttt. di GfOM, prtjtll. 
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■desimo le sei rette cbe li uniscono 
a due a due. Due lati che Don pas- 
sino per UDO stesso vertice dìconsì 
opposti; vi sono dunque tre coppie 
4\ lati opposti , cioè BC e AD , CA 
e BD, AB e CD. I punti E, F, G 
dove concorrona i lati opposti di- 
consi punti diagonali; e il trìan- 
{olo EFG dicesi triangolo diago- 
nale del quadrangolo completo. 

Sei quadrangolo completo sono 
contenuti tre quadrangoli o quadri- 
lateri stmpYid ACBD, ABCD.ABDG 

(fig. in 

e} In generale: 

Poligono (fl-gono) completo 
è il sistema di n punti o vertici 
considerati insieme con tutte le 

^"2^ "*'^ " '"*' "^^ " uniscono 
a due a due. 



punti ne' quali esse si segano a due a 
due. Due vertici diconsi apposti se 
non sono situati in uno stesso lato. 
Vi sono dunque tre coppie di vertici 
opposti, cioè bc e od, ca e bd, ab e 
ed. Le rette e, f, g che nniscopo i 
vertici opposti diconsi rette diago- 
nali; ed il triangolo efg dicesi tri- 
angolo diagonale del quadrilatero 
completo. 

Nel quadrilatero completo udo 
Goulenuli tre quadrilateri quadran- 
goli semplici acbd, abcd, abde {Ùf. 11*). 



Hollilatero (n-lalero) com- 
pletp è il sistema di n rette lati 
considerati insieme con tutti ^i 

-V- punti vertici ne' quali esse 

s'intersecano a due a due. 



d) Il teorema del N° 12 e quello del N* 13, De' quali i due triangoli A^B^C^, 
A2B2G2 siano supposti situati in un medesimo piano, sono correlativi fra loro. 



e) Se due quadrangoli completi 
ABCD, A'B'G'D' hanno la proprietà 
che i lati AB ed A'B\ BC B'C, 
CA e CA', AD e A'D' , BD e BD' 
SÌ seghino in cinque punti di una 
retta », anche i due lati rimanenti 
GB e G'D' si segheranno in un punto 
della medesima retta s (Sg. 15'). 

Infalti, in virili dell'ipotesi (N" 13), 
i triangoli ABC, A'B'C sono pro- 
spettivi , epperò le rette AA', BB", 
ce concorrono in uno stesso punto 
S. Hedesimamenlfl sono prospettivi i 
triangoli ABD, A'BD', dunque anche 
Dff passa pel punto S comune alle 
AA'tBB". Sa ci6 segue che sono pure 
prospettivi i triangoli BCD, B'CB; 
dunque GD e G'D' sì segano in un 



Se due quadrilateri completi «Acd, 
a'b'c'd^ hanno la proprietà che le cop- 
pie di vertici ab ed a'b', bc e b'e, ca e 
c'a', ad e a'(f , bi e b'd' si trovino su 
cinque rette concorrenti in un punto 
S, anche i due vertici rimanenti ed e 
t'd saranno allineati con S (Bg. 16*). 

Infatti, per l'ipotesi (N" 12) i trian- 
goli oJc, o'fcV sono prospettivi ; dun- 
que i punti aa, W, ce' sono in una 
stessa retta t. Analogamente sono pro- 
spettivi ì triangoli abd, a'b'd', epperò 
anche il punto dd' £ nella retta « che 
passa , pei punti aa', bb'. Da ciò segue 
che sono pure prospettivi i triangoli 
bcd, b'c'd'; dunque ci e c'd^ sono in 
linea retta col punto 5 che è dalennH 
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(lualo della retta ■ determinata dal 1 nato dalla reità (be){h'e') e dalla retta 
l>unto comune a fiC e ffC e dal punto {bd)(b'i), e. d. d. 
cornane » BD a SU ; e. d. d. (<)■ i 

31. Nella geometrìa dello spazio, ad un poligono (piano) completo di « 
vertici è correlativo un angolo poliedro completo di n Tacce, cioè la figura 
cosliluila da n piani (racce) concorrenti io uno slesso punto (lertice dell'ao- 



golo poliedro) e considerati insieme colle ^à 



rette (spigoli), secondo la 



quali essi si segano a due a due. E ad un mollilalero (piano) completo di » lati • 
è correUtÌTO nn angolo moltispigolo completo, di ti spigoli, cioè la Ggura co- 
stituita da n rette (spigoli) uscenti da uno stesso punto (vertice dell'angolo 

inoltispigolo) e eoDsiderale insieme cogli ^ -^ piani (Cicce) ch'esse, prese t 

due a due, determinano. 

Per es-, ai due teoremi che precedono (N* 30, «), e che nella geometrii 
l'iana sono correlatili fra loro, nella geometria a tre dimensioni saranno 
rispettÌTamente correlatici i seguenti: 



Se due angoli tetraedri completi (det- 
to stesso Tertica o no) oBiyS, ai&y'S'- 
hanno la proprletì che cinque coppie 
di spigoli corrispondenti giacciano in 
cinque piani passami per una retta 
a, anche la sesta coppia di spigoli gia- 
cerà io nn piano passante per la me- 
desima rella. 



Se due angoli qaadrìspìgoli com- 
pleti (dello stesso vertice o no) oiei, 
oTc'd* hanno la proprìeli che cinque 
coppie di hcce corrispondenti si se- 
ghino secondo i^inque rette contenole 
in un piano a, anche la retta comune 
alla sesta coppia dì facce giacerà nel 
medesimo piano a. 



Lastiamoal giovane studioso di trovare per esercizio le dimoslraiioni di 
qnesli tiioremi, le quali del resto differiscono da quelle dei teoremi e) soltanto 
per lo scambio degli elementi punto e piano ; e come i teoremi t) sono una 
conseguenza di quelli esposti ai N' 19 e 13, cosi i teoremi presenti si fondano 
£u quelli del N" 29. 

Se i due angoli tetraedri hanno uno stesso vertice 0, il teorema a sinistra si 
può anche slabìlire col projetlare da (N* 2) la figura che esprime il teo- 
rema e) a destra. E nella stessa ipotesi e collo stesso processo u ricava il teo- 
rema attuale a destra dal teorema f) a sinistra. 

32. Nella geometrìa delta stella due proposizioni o due ligure correlative ai 
ricavano l'una dall'altra mpdiante lo scambio degli elementi piano e retta. Sic- 
«omo la geometrìa della stella è correlativa a quella del piano, rispetto allo 

(') Questi due [eoremi sono dati qui come esempi per la gromclria piana; ma le di- 
moslrazioni V:iIgoDn, «■ni'alcuna mnlaiione, anrlie nel caso chr i due quadrangoli Dqea- 
<trìt)leri giacciano in piani ditrereoM. 
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spazio a tre dimensioni, cosi l'nna geotnetria si ricava dall'altra collo scambio 
degli elementi puntu e piano. La geometria della stella si può anche ricalare 
da qnella del piano mediante proiezione da un centro (N° 2). 

Dalla geometrìa delia stella si ricava la geometria delle figure sferìche, ta- 
gliando la stella con nna sfera passante pel centro della stella medesima. 



§ 7. Forme projettiTe. 

33. Mediante projezìone da qq centro sì deduce da una punteg- 
giata un fascio di raggi, da un fìiscio di raggi un fascio di piani, 
da un piano (ponteggiato o rigato) nna stella. Ticerersa, mediante 
sezione con nn piano trasversale si ritorna dal fiiscio dì raggi alla 
punteggiata, dal fascio di piani al fascio di raggi, dalla stella al 
piano. Perciò la dae operazioni — projettare da un centro, segare 
con un piano trasversale — si possono risguardare come comple- 
mentari; sicché diremo che, se nna forma è dedotta da un'altra 
mediante una dì quelle operazioni, Ticereraa si potrà coll'opera- 
àone complementare ricavare la seconda forma dalla prima. 

Suppongasi ora che da una data forma f^ si deduca mediante 
un'operazione (projezione o sezione) una forma f^; che da /"a me- 
diante un'altra operazione si cavi f^ ; che con una terza operazione 
da /"a si cavi/'^; e così di seguito, finché esegaite n-1 operazioni, 
si giunga ad una forma f^. Viceversa, noi potremo retrocedere da /l 
ad /"i mediante un'altra serie di n-\ operazioni: le quali siano or- 
dinatamente complementari dell'ultima, della penultima, della ter- 
2'ultima, ... fìra le operazioni che hanno servito per passare da fi ad 
f^. La serie delle operazioni che conducono da fi ad /"., e la serie di 
quelle che ricondocono da fn ad /*, si possono denominare comple- 
mentari; cosi che le operazioni dell'una serie sono ordinatamente 
complementari di qnelle dell'altra, prese in ordine retrogrado. 

In ciò che precede, le forme geometriche sono concepite nello 
spazio a tre dimensioni (K" 25). Se ci limitassimo alla geometria 
piana, le operazioni complementari sarebbero il projettare da un 
centro e il segare con una retta trasversale. Invece nella geometria 
della stella, sono operazioni complementari il segare con un piano 
e il projettare da un asse. 

34. Dae forme fondamentali della stessa specie diconsi projet- 
tìve, se l'uua può dedursi dall'altra mediante un numero Anito 
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qualunque di projezioni e di sezioni (N' 2, 3, ... 7). Per esempio, se 
sì ha una punteggiata «,, e si projetti da nn centro 0, ne nar 
scerft mi fascio di raggi; questo si projetti da un altro centro 0", 
sicciLè ne risnltran fucio di piani, avente l'asse 00'; questo fascio 
si seghi con una retta «^ ^ I& ponteggiata «j si projetti da nn asse 
e il fascio dì piani che ne risulta si seghi con on piano trasrei- 
sale, donde si caverà nn fascio di raggi, ecc. Or bene: dne qua- 
lunque delle forme geometriche di 1' specie cosi ottenute sodo, 
per definizione, projettive. 

Quando si dice che una forma A.B.C. I) ... è projettira ad 
un'altra forma A'.B'.C'.D' ..., s'intende che, mediante una mede- 
sima serie di operazioni (projezioni e sezioni) A' nasce da ^, ^ 
da ^, C da C, ecc. 

Gli elementi A ed A, Be B', Ce C, ... diconsi corrispondeutL 

35. Di qui si ricava subito che due forme projettive ad una 
terza sono projettive fra loro. Infatti: eseguendo prima le opera- 
zioni che servono per passare dalla 1' alla 3^ forma, e poi quelle 
colle quali si passa dalla 3' alla 2', si sarà effettuato il passaggio 
dalla 1* alla 2* forma. 

36. Diconsi prospettive 

due punteggiate (fig. 17*) se sono sezioui di uno stesso fascio 
di raggi (cfr. N" 9); 

due fasci di raggi (fig. 18*) se projettano una medesima pun- 
teggiata da dne centri diversi, ovvero se sono sezioni di uno stesso 
fascio di piani (i); 

due fasci di piani se projettano uno stesso &bcìo di raggi da 
due centri diversi ; 



O Se si projetla ana pnnieggiau tt= ABC... da <lae cenlri diversi 0, O' ood si- 
tnali in odo stesso piano colli paDteggiala, si ollengono dae Fasci (prospcllivi) di raggf, 
che sono inoltre sezioni fatte coi piani trasversali Ou, Ou,' in uno slesso fascio di piali, 
avente per asse la retla 00' e composto de' piani OO'A, OO'B, OO'C,.... Questo i 
il caso (enerale di due Fasci prospettivi di raggi: essi non hanno lo stesso centro, né 
giacciono in ano stesso piano; e ad un tempo projeltino una slessa punteggiala e som 
seiiooi dì an medesimo fascio di piani. Vi sono poi dne casi particolari: 1° se si pn^ 
jetta la panteggiata u da dne eentri 0, Qf posti in un piana con ii; allora i dae I^kÌ 
di raggi giacciono in ono stesso piano, epperù non sono piil sezioni di un fascio di 
piani; 2° se un fascio di piani vien segato da due piani trasversali passanti per qdo 
stesso pnnto dell'asse, si olleagono due Fasci di raggi che. hanno lo stesso ceotro O. 
epperA non projettano più uoa medesima punteggiata. 
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una pnoteggiata ed an &8cio dì raggi, OTrero tn hado dì 
Taggi e OD faaeio dì piani, se la prima forma à mia sezione della 
seconda; 

dae piani se sono sezioni di ona medesima stella; 

due stelle se projettano ano stesso piano da due centri dirersi ; 

nn piano ed nna stella se il piano è nna sezione della stella. 

Dalla definizione del N* 34 segue immediatamente che dne fonne 
prospettive sono wche projettire. Ha Tieerersa dne forme proiet- 
tive non sono generalmente collocate in posizione prospettiva. 

37. Boe forme geometriche di 1' specie, composte ciascuna di 
in elementi, sono sempre projettive. Per dimostrare qaest' asser- 
zione, osservo anzitutto che basta considerare il caso dì dne pun- 
teggiate ABC, ASC; giacchà, se alcuna, delle forme proposte 
fosse un &8cio, si potrebbe ad essa sostituire nna sezione della 
medesima, fatta con una trasversale. 

Se le due rette ABC, ASC non sono in uno stesso piano, 
oondacansi le rette AA!, BB', CC, e quindi si seghino le tre con- 
^UDgenti con una trasversale s {}). Allora le dne forme date non 
saranno altro che dne sezioni del fascio dì piani sAJ!, sBB', aCC. 

Se le due rette ABV, ABC sono in «no stesso piano (fig. 19'), 
prendansì nella retta AA due punti 8,8", e siano: B" l'interse- 
zione di SS con iS^^*; C l'intersezione di 80 con SC; A" l'in- 
tersezione di jSS" con B'C. Allora sarà, A'SC nna projezione 
tanto dì ABC, quanto dì ABC, rispettivamente vedute dai 
centri 8, 8. 

Nel caso poi che i ponti A, A coincidano (fig. 20*), le due 
forme date sono a dirittura prospettive; il centro dì projezione è 
il punto comune alle BB, CC. 

Finalmente, se le due terne de' punti ABC, AB'C (fig. 21') 
fossero in una medesima retta, basterebbe projettare nna di esse 
AB'C sopra on'altra retta in AtBiC,, e si ricadrebbe in nno 
de' casi già considerati. 

Per esempio, se si volesse projettare ^BC in SAC (Sg. 22'), 
basterebbe prendere ad arbìtrio due ponti L, N allineati con C; 
sia K il punto di concorso delle AL , BN; ed Jlf quello ove si 

{*J A qneai'aopo , buia condaire da oit punlo irbilrario di AA' una reti! che in- 
CMtri BB' e CC: vedi il problena A) a) N« 3». 
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segano le BL, A2f; allora sarà LNC ana proiezione dì ASC 
dal centro K, e poi BAC una projezione di LNC&&Ì centro M. 
Se si Tolesse projettare ABC in BCA, si potrebbe projettare 
dapprima ABC in BAC, poi £^G in BCA. 

1 8. Forme armoniche. 



38> Teohcha {*]. — So in una retta 
« sona dati tre punti À, B, C, e se si 
eostruisce un qnadrangolo completo 
{KLMN), in modo cbe due lati op- 
posti {KL, MS) concorrano in A, 
altri due lati opposti {KN, ML) coo- 
urrano in B, e il quinto lato (LJV) 
paaaì per C, il sesto lato (KM) se- 
gherà la reità data in un punto D, 
cbe è determinalo mediante itre dati, 
cioi non Taria, comunque si mutino 
^i elementi arbitrari del quadran- 
golo (fijf. ;»■). 

Dm. — Inratli , se si costruisce 
OD secondo quadrangolo completo 
fL'JTJV, il quale soddisfaccia alle 
prescritte condizioni; siccome al- 
lora i due quadrangoli banno cinqne 
paja di lati corrispondenti cbe con- 
corrono sulla retta data, cosi ancbe 
il sesto pajo concorrerà sulla retta 
medesima (N* 30, e, a sinistra). 

Donde segue cbe, se si tiene fisso 
il primo quadrangolo, e si varia il 
secondo in latt'i modi possibili , il 
punto D rimine fisso, e. d. d. 

I qnattro ponti ABCD diconsi ar- 
BBonicì, onero si dice cbe la Tor- 
ma geometrica costituita dai quattro 
punti saddetti è armonica. 

Taleadire, qnattro punti ABCD 
di una retla, coasiderati nel- 
l'ordine col quale sono enun- 



Se tre relle date (in on piano) 
a, h, e concorrono in un punto S e 
se sì costruisce un quadrilatero com- 
plete {klnn), in modo che due ver- 
tici opposti (U, nn) cadano in a, 
altri due vertici opposti {kn, mi) ca- 
dano in b, e il quinto vertice {In) 
si trovi in e, il sesto vertice (km) 
cadrà in una retta A passante pel 
punto dato, la quale è determinata, 
cioè non varia, comunque si mutino 
gli elementi arbitrari del quadrila- 
tero (fig. 23*). 

Infatti, se si costruisce un secondo 
quadrilatero completo iii'm'n', il quale 
soddisfaccia alle prescritte condizioni, 
siccome allora i due quadrilateri hanno 
cinque paja di vertici corrispondenti 
allineate col pnnto dato, cosi anche 
il sesto pajo sarà in lìnea retta col 
punto medesimo (N* 30, e, a destra). 

Donde segue che, se si tiene fisso 
il primo quadrilatero, e si varia il 
secondo in latt'i modi possìbili, la 
retla i rimane fissa, e. d. d. 

Le quattro rette (o ì quattro raggi) 
ahcà diconsi armoniche; ovvero si 
dice cbe la forma geometrica costi- 
tuita de cetesle quattro retto è ar- 
monica. 

Vale a dire, quattro raggi abci 
di un fascio, considerati nel- 
l'ordine col qnale sono enun- 



(*) Staddt, Gtometrie tUr Lage (NOroberg 1847), iV 93. 
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ciali, denomi Danai afmonici, 
se è possibile di costruire un 
quadrangolo completo i cui lati 
passino, due opposti per /l, al- 
tri due opposti perB,il quinto 
per C, il sesto per D. Dal teore- 
ma che precede risulta cbe, se un tale 
quadrangolo esiste, cioè se la forma 
ABCD è armonica, si possono costrui- 
re inlìniti altri quadrangoli sotto le 
medesime condizioni. Risulta inoltre 
che, dati tre puuU ABC in lìnea retta 
(e dato l'ordine nel quale debbono es- 
sere considerati), il quarto punto D 
cbe con quelli coslitaìsceuna forma 
armonica è determinato ed uni- 
co, e si ottiene costmendo uno di 
quei quadrangoli (N<> 50). 



ciali, denominansi armonici, 
se è possibile di costruire un 
quadrilatero completo ì cui 
vertici cadano, due opposti in 
a, altri due opposti in b\ il 
quinto in e, il sesto in d. Dal 
teorema che precede risulta che, se 
un tale quadrilatero esìsie, cioè se 
la forma abcd è armonica, sì possono 
costruire infiniti altri quadrilateri 
sotto le medesime condizioni. Bisolla 
inoltre che, dati tre raggi ohe di tra 
fascio (e dato l'ordine nel (luale deb- 
bono essere considerati), U quarto 
raggio d cbe con quelli costituisce una 
forma armonica è determinato ed 
unico, e si ottiene costruendo uno 
di quei quadrilateri (N" 50). 



39. Se i punti armonici ABCJ) si projettano da un punto S 
sopra an'altra retta, le projezioni A'B'CD' saranno ancora quattro 
punti armonici (fig. 24'). Infatti, si imaginino due piani condotti 
rispettiTamente per le due rette AB, AS, e nel primo piano sì 
supponga costruito un quadrangolo completo, del qnale due lati 
opposti concorrano in A^ altri dne opposti in B, e il quinto lato 
passi per G; il sesto lato passerà, allora per Z» (N» 38), perchè la 
forma ABCD è supposta essere armonica. Projettando ora da S 
questo quadrangolo sul secondo piano, si ottiene un nuovo qua- 
drangolo, del quale due lati opposti si segano in A', altri due op- 
posti in B, mentre il quinto e il sesto lato passano rispettiTamente 
per C, If; dunque A'B'CB' Ò una forma armonica. 

40< La considerazione della figura 23* mostra che i raggi armo- 
nici cAcd Bono segati da qualunque trasrersale, per esempio da 
m, in quattro pnnti ABGD, che sono armonici. Infatti, abbiamo 
ivi un quadrangolo PQR8, del quale due lati opposti (a, n) si 
segano in A, altri due lati opposti (6, l) in B, mentre il quinto (e) 
ed il sesto lato (d) passano rispettiTamente per C, J>. 

ViceTcrsa, suppongasi data la forma armonica ABCD (fig. 23'), 
ed assumasi ad arbitrio il centro di proiezione S. Dico che ì quattro 
raggi proiettanti 8 {A, S, C, D) sono armonici. Infatti , tirisi 
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a Tolonti nna retta per ^, che seghi SBìn P,SCiaQ;6 qniiidi 
la BQ che seghi JS io B. Goosideraodo il quadrangolo I^BS, 
del quale due lati opposti concorrono in Ay altri due pure opposti 
in B, mentre U quinto lato SQ passa per C, concludiamo (K' 33 
a sinistra) che, essendosi supposta armonica la forma ABCI), il 
sesto lato dee passare per D. Ma allora noi abbiamo un quadri- 
latero completo Umn, che ha due Tortici opposti A, B in ^^1, 
altri due vertici opposti B, F in SS, il quinto Tertice Q in SO 
ed il sesto vertice D in SD ; dunque (N* 38 a destra) le quattro 
rette che da S projettano ABGD sono armoniche. Laonde : 

Qnattro raggi armonici sono segati da una trasversalo 
arbitraria in quattro punti armonici, e viceversa i raggi 
che projettano quattro pnnti armonici da nn centro 
arbitrario sono armonici. 

41. Il teorema del N" 38 a destra è correlativo (nella geometrìa 
piana) di quello che gli sta contro a sinistra, nel quale si sup- 
pongano tutt'i quadrangoli situati in nno stesso piano. Fertt il teo- 
rema del N" 38 a sinistra vale colla medesima dimostrazione anche 
se ì quadrangoli sono costruiti in piani diversi. 

Considerando adunque quest'ultimo teorema come una proposi- 
acne di geometria dello spazio a tre dimensioni, il teorema cor- 
relativo sarà il segoente: 

Se tre piani dati «, ^, 7 passano per nna stessa retta s, e se si 
costruisce un angolo tetraedro ìlX^v completo, del quale due spì- 
goli xX, IJ.V opposti siano nel piano «, altri due spigoli opposti xv, 
X/x siano nel piano ^, e lo spigolo Xv cada in 7, il sesto spigolo 
Kft sì troverà sempre in nn piano determinato 9, che non mata 
comunque si disponga degli elementi arbitrari dell'angolo tetraedro. 

Infatti, se (collo stesso vertice con altro vertice) si costruisce 
un altro angolo tetraedro completo, che soddisfaccia alle prracrìtte 
condizioni, i dne angoli tetraedri avranno cinque coppie di spigoli 
corrispondenti situate in piani che passano per una medesima retta 
s, epperb (X* 31 a sinistra) anche la sesta coppia giacerà in un 
piano contenente la retta s. 

Diciamo armonici i quattro piani 1x^7$, ossia armonica la 
forma da essi costituita. 

43. Segando l'angolo tetraedro xXjj,v con nn piano arbitrario, 
uon passante pel vertice, si ottiene un qnadrilatero completo; e lo 
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stesso piano trasTersale interseca i piani cc^yd secondo quattro raggi 
abcd di nn fimo , de' quali i primi due contengono due coppie 
dì vertici opposti del qnadrilatero, mentre gli altri due passano 
rispettÌTamento per gli altri dne vertici. Ihmqne (N* 38 a destra) 
quattro piani armonici a^yS sono segati da nn piano trasversale 
secondo quattro rette armoniche. 

Cosi pare, se i quattro piani armonici «P'/S sono incontrati da 
una retta trasversale in quattro punti ABCD, la forma ABCD 
è armonica. Infatti, si conduca per la retta trasversale un piano, 
che seghi i piani a^yS secondo le rette abcd; queste rette sono 
armoniche, come s'è or ora dimostrato. Ha ABCD è una sezione 
del fascio abcd; dunque (K" 40) ABCD sono quattro ponti 
armonici. 

43. Dunque, se colla denominazione di forma armonica indi- 
chiamo indifferentemente il grappo di quattro punti o raggi o piani 
armonici, avremo il teorema: 

Qualunque proiezione o sezione di una forma armo- 
nica è una forma armonica. Ossia: 

. Ogni forma proiettiva ad una forma armonica è pur 
essa una forma armonica. 

o) Viceversa, due forme armoniche sono sempre proiet- 
tive. Per dimostrare quwta proprietà, basta considerare il caso 
di due gruppi di quattro punti, giacché se una delle due forme 
fosse nn fascio, segandolo con una trasversale, si otterrebbero 
qoattro ponti armonici. Snj^osto adunque che ABCD, A'B'CD' 
sìan due forme armoniche, si projetti AW in A'S'C nel modo 
che ò spiegato al N" 37 ; le st^se operazioni (proiezioni e sezioni) 
che servono a dedurre A'B'C da ABC condurranno da jf> ad un 
ponto 2>i ; donde segue che la forma A'B'C Di sarà armonica , 
come lo è ABCD. Ma anche A'B'CD' sono, per ipotesi, quattro 
punti armonici ; dunqao Di coincide con D , giacché i tre punti 
A'B'C individuano il quarto punto che con essi dee costituire la 
forma armonica (N' 38 a sinistra) ; il che è quanto volevasi provare. 

b) Àg^ungiamo ona conseguenza delle poste definizioni (N' 41 e 42): 

La forma correlativa ad ona forma armonica è par 
essa armonica. 

44. Se a, b, e, d (flg. 24') sono raggi di un fascio, si dice che 
afb sono separati mediante c,d, quando un rag^o che moti 



ib.Googlc 



«7 
deBcrìTendo il fiisoio noa pnò passare da a a & senza passare per 
uno (ano solo) de^li altri due raggi e, d. La medesima deflni- 
mone Taiga per quattro piani di un fascio, e per quattro ponti 
A, Bf C, D d'ana punteggiata (flg. 24*) ; purché si ammetta clie 
in ima retta (fig. 35') si possa passare da un ponto ^4 ad un 
pnnto Bin dne modi, cioè o descrìTendo il segmento finito 
AB, deserìTendo il segmento infinito che comincia in A, 
passa pel pasto all'infinito e termina in B. ■ 

Premessa questa definizione, enunciamo la sfinente proprietà 
die è evidente: Quattro elementi dì una forma dì 1* specie (cioè 
quattro ponti dì una retta o quattro raggi di on fascio, ecc.) si 
possono sempre e in un sol modo dìstingoere in due coppie per 
modo che Tana sia separata mediante l'altra. Per es. nella figura 24', 
le dne coppie che si separano scambìeToImente sono AB, CD. 
E se A'B'CD' è ona forma projettiTa ad ABCD, saranno del pari 
A'B" separati mediante CD', giacché le operazioni e le sezioni 
non alterano la posizione relativa degli elementi. 

45. Siano ora ABCD quattro ponti armonici (fig. 22'); cioè 
quattro ponti ottenoti colla costmzìone del N* 38 a sinùrtra, sicché 
sì possa costruire (in infinite maniere diverse) un quadrangolo com- 
ptEÀo, del quale A e J? siano dne ponti diagonali (S" 30, b, a sini- 
stra), mentre pw Ce D passino due lati opposti. Basta enunciare 
qaeeta cosl^ozione per conoscere che ì dne punti Ae B sono nella 
stessa condizione rupetto al sistema; e che son pure in un'identica 
condizione i ponti C e D. Ke segue che, se ABCD è una forma 
umoDÌca, sono armoniche anche le forme BACD, ABDC, BADO, 
che si deducono da quella scambiando fìra loro A con B, ovvero 
C con D. Perdb (N» 43) la forma ABCD è, a cagìon d'esempio, 
proiettiva alla forma BADC, cioè si potrà passare da qoella' a 
questa mediante un numero limitato di projezìonì e sezioni. Infatti, 
projettando ABCD da K sopra CQ, si ottiene la forma LNCQ ; 
poi projettando questa da M sopra AB, si ottiene BACD. 

46. Dico che nella forma armonica ABCD ì ponti AfìB sono 
necessariamente separati (N* 44) mediante gli altri due. Infatti, 
si proietti (fig. 22*) la forma ABCD sulla retta KM, prima dal 
centro L, poi dal centro N; le proiezioni che ne risultano sono le 
forme KMQD, MKQD. Queste dovranno presentare la stessa ma- 
niera di separazione, giacché constano degli stessi elementi: donqne 
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i punti K, M sono separati mediante Q, B; epperb A, B sono 
separati mediante C, D. 

47. Condueansi (fig. 26') le rette AQ, BQ che incontrino NK 
6d LM, KL ed MN rispettivamente ne' pnnti 8, Xf, T, V. H 
quadrangolo completo LTQU ha due lati opposti concorrenti in A, 
altri due (pure opposti) concorrenti in B, e il quinto lato {LQ 
ossia LN) passante per C; dunque il sesto lato TU passerà per 
B (N" 38). Così pure passerà- per D il sesto lato 7S del quadran- 
golo completo NVQ8; e passeranno per C ì sesti lati ST, UV 
de' qnadrangoli completi K8QT, MUQ Y. Per tal modo si ottiene 
un quadrangolo STUV, del quale dae lati opposti concorrono in C, 
altri due pure opposti si segano in JD, mentre il quinto e il sesto 
lato passano rìspettiTamente per A, B. Ciò significa che la con- 
dizione comune (N" 45) ai punti C,i> ò la stessa che quella cornane 
ai punti A e B; vale a dire, la coppia A, B può essere scambiata 
colla coppia C, B. Dunque se ABGD è una forma armonica, non 
solo sono armoniche le forme BAGD, ABBC, BADO, ma eziandio 
le forme CDAB, COSA, BCAB, BCSA (i). 

I punti A B B diconsi coniugati fra loro, e conjngati per 
conseguenza anche i punti C q B. 

Si dice che i punti A, B sono separati armonicamente mediante 
i punti C, B; ovvero che i pnnti C, D sono separati armonica- 
mente mediante ^ e £; che il segmento AB è diviso armonica- 
mente dai punti C, D o dal segmento CD , ecc. Se due punti dati 
A, B (fìg. 22') sono separati armonicamente mediante 1 punti G, B 
in cui la congiuDgente AB è segata da dne rette QC, QB, si suole 
ancora dire che i punti A, B sono armonicamente separati me- 
' diante le rette QC, QB , ovvero mediante il punto C e la retta 
QB, ecc.; e che le rette QC, QB sono annonicamente separate 
mediante i punti A, B, ecc. 

Analoghe proprietà e denominaaioni valgono per quattro raggi 
per quattro piani armonici. 

4S. Dalla proposizione del N° 38 (sinistra) si pub anche cavare il 
seguente enunciato: In un quadrilatero completo, ciascuna 
diagonale è divisa armonicamente dalle altre dne (^. 

C) Rete, Geometrìe der Lage (HannoTer 1866), t. 1, p. 3*. 

(') Carrot, Geometrìe de positìon (Paris 1803), N* 225. — Cfr. Baltier, TVyo- 
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Sia per esempio il quadrilatero completo (fig. 27') i cai Tertici 
opposti sono A ed J!, B e B', C e C. La diagonale AA' è in- 
contrata in H, F dalle altre due diagonali BB, GC. Ora si con- 
BÌderi il qnadrangolo completo BB'CC del quale due lati opposti 
concorrono in A , due altri lati opposti in A', mentre il quinto e 
il sesto passano rispettivamente por E, F. Dunque ì ponti AA' 
sono separati armonicamente dai due E, F. Analogamente, la con- 
siderazione dei due quadrangoli completi CCAA', AA'Bff con- 
duce a concludere la medesima proprietà per gli altri due gruppi 
BBFB, ce DE. 

49, Nel qnadrangolo completo BS'CC^ i punti diagonali sono 
A, A', D; ora dall'essere armonico il gruppo di punti BB'FD 
segue che la stessa proprietà ò posseduta dal gruppo de' quattro 
raggi che li projettano da A (N" 40); dunque: 

In un quadrangolo completo, due lati concorrenti in 
nn ponto diagonale sono separati armonicamente me- 
diante gli altri due punti diagonali. 

Del resto, questo teorema non è altro che il correlativo (giusta 
la dualità nella geometria del piano) dì quello dimostrato nel 
N° precedente. 

50. I teoremi del K° 38 danno subito il modo di risolvere colla 
sola riga i problemi: 



Dalì tre pnnli dì una forma armo- 
nica, eoslniire il quarto punto. 

SoitziONE. — Siano (fig. 22») A, 
B, C i punii daU (in linea retta), a 
debbano essere A e B eonjugati fra 
loro. TiriDsi ad arbitrio dne rette per 
A ed iioa per C, la quale seglii le 
prime due in L, N. Le congiungenti 
BL, BN seghino rìspettiTamente le 
AN, AL in Jf.ff; la congiungente Kif 
segherà la retla data net punto cer- 
ealo D, conjugato a C (*]. 



Dalì tre rs^i di un Tascio armo- 
nico, costruire il quarto raggio. 

Siano (fig. 23*) a, b, «^ ì raggi dati 
(uscenti da uno slesso centro ed in 
uno stesso piano), e debbano essere 
a, b eonjugati fra loro. Per un pani» 
Q il e conducansi ad arbitrio due 
rette che seghino a in j4, /t, e 6 in 
P, B. Le congiungenti AB, RP si 
segtieranno in un punlo D che unito 
col punlo dato darà il ra^ìo cercalo 
d, conjugBio a e. 



51. Sia C (fig. 28*) il punto di mezzo Tra ^ e £ (N° 50, a sinistra). 
Allora potremo disporre degli elementi arbitrari in modo che K ed M va- 
dano a distanza inQnita : e ùb col costruire un parallelogrammo ALBN suIIa 

(■) OiLASiRG, Sectionet conica (Parisiis 1689), p. 9. 
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diagonale AB ; l'altra diagonale LN passeri per C. Dunque il punto D cadrì 

all'inGnito. 

Viceversa, se supponiamo dati i punti A, B, D, il terzo de' quali sia al- 
l'inQnilo, potremo ancora costruire sulla diagonale AB un parallelogrtsBmo 
ALBN; il quarto punto C, coniugalo a D, dovendo risultare dall'i ntersezioue 
della retta data colla LN, sarà il punto di mezzo di AB. Dunque: 

Se di quattro puoti armonici ABCD, uno C è il punto di mezzo fra due 
punti coniugali A e fi, il quarto è a distanza ìnGnita; e viceversa, se uno 
è all'infinito, il suo conjugato è il punto di mezzo fra gli altri due. 

52. Sia e (tig. 39*) la blssettrke dell'angolo ab (N» 50, a destra). PrendeDdo 
Q Hll'inlìnito in e, i segmenti AB, PR risultano uguali e compresi fra le 
parallele AP, BR^ perciò il raggio d sarà perpendicolare a e. CioS: 

Se di quattro raggi armonici abcd, uno e fa angoli uguali con due cod- 
jugati a e 6, il quarto d è perpendicolare a e. 

Viceversa, se in un fascio armonico ah:d(lìg. 30*), due raggi conjugati e, 
d sono rettangolari, essi saranno le bissotlrici degli angoli Ira gli altri dae. 
Infatti, segando il fascia (il cui centro sia S) con una trasversale parallela 
a d, la sezione ABCD è costituita da quattro punti armonici (N* 40)^ e 
siccome D è all'infinito, cosi C sari il punto di mezzo fra A e B (N°51). 
Dunque ASB è un triangolo isoscele, e conseguentemente SC è la bisset- 
trìce dell'angolo al vertice. 

§ 9. Bapporti anarmonlcl. 

63, Si riprenda la figura 2* che rappresenta la proiezione de' 
punti di nna retta u sopra un'altra retta »', fatta da nn centro 0; 
e cerchiamo la relazione che ha loogo fra dne segmenti corrìspoo- 
denti ABy A'S". I triangoli simili OAJ, AOT danno 

JA:JO=rO:rA{^), 

e analogamente dui triangoli simili OBJ, S'OT' si ha 

JB-.JO^rO.IB', 

donde 

JA . l'A- == JB . l'B' = JO . rO , 

(') In tulle le equazioni tra segmenti intendiamo os§er7aU li regola o coaven- 
lione de' segni, in virtjl della quale AB e BA sono riguardile come grandeiie uguili 
e di segno opposto; donde sepe ibt ae A, B, O sono tre ponli in linea retta, ai tii 
AB -{-BO-i-OA =2 ossii AB=sOB—OA. Veggisi :a proposilo Baltier, Pian»», 
pag. 46B, e Trigon., pag. 123. 
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cioè il rettangolo JA.I'A' è costaote, qualunque sia la coppia 
de' ponti corrispondenti A, A. 
a) Indicata con k la costante JO.I'O, avremo dunque 



e sottraendo 



'■^■=^' 



,^_,,^H^^, 



rB' — rA'=AB', JA — JB= — AB, 

dtviqne 

h) Sa Bi considerano quattro punti ABCD (fig. 31*) di » e le 
quattro projezioni AB'Ciy, arremo analogamente 



e diridendo 



AG- AD' _ AC .AD 
ffC ' B-D' ~BC' SD' 



e) Se invece ABCD, AB'QB' sono sezioni fatte con dne 
trasversali s, a' (non situate in uno stesso piano) a quattro piani 
a^fS passanti per una stessa retta u, cioè sa A'BC'D' è una 
projezìone di ABCD, fatta dall'asse « (N" 4), si avrà ancora l'u- 
guaglianza clie ora si è dimostrata pel caso della projezìone dal 
centro 0. 

Infatti, seghinsi ì quattro piani «pyj in AB' CD' con una 
retta s' che incontri tanto s quanto «'. Le rette A4', BB", CC, DB' 
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sono le interseziom dei piani «, p, 7, 5 col piano s^, epperf) con- 
corrono nel pnnto 5^ in cai quest'ultimo piano sega l'asse u. Ana- 
logamente A!A"f B'B", ce, D'D' sono quattro rette situate nel 
piano s's' e concorrenti in un punto S dell'asse u. Dunque: 
A'S'G'J)' è una projezione di ABCD dal centro iS, ed è una 
proiezione di A' BOB' del centro S; onde si avrà 

A'C . A'jy _AG ,AB_ A'C A'V 
B-C ' BrB'~ BG' BJ)~B'C ' B'B" 

(2) 11 numero 

AC AB 
se BB 

dicesi rapporto anarmonìco doppio-rapporto dei quattro 
ponti (in lìnea retta) ASCB. U risultato ottenuto esprime adunque 
il teorema: 

Il rapporto anarmonico di quattro punti in linea retta 
non d alterato da qualsiroglia projezione (}). 

Ossia : 

Due gruppi proiettivi di quattro ■^unii ABGB, A B^G'B' 
(rispettivamente situati ìn linea retta) hanno rapporti 
anarmotticì ugnali. 

e) Il quoziente delle espressioni di ji'C, B'G' Q)) dà 

AG- _AG ,AJ 

B'G'~ BG' BJ' 

nella quale eguaglianza il 2" membro è il rapporto anarmonico 
de' quattro punti ABGJ; dunque il 1" membro sarà U rapporto 
anarmonico di AB'G'J'. Ossia : il rapporto anarmonico di quattro 
punti AB'CJ', l'ultimo de' quali sia all'infinito, non è altra cosa 
che il rapporto semplice AG' : B'G'. 
Analogamente si ha 

BB^_AJ AB 
AB'~BJ' BB' 

(') Puro, Mathàmaticm Collecticnes (ediiioDe di Comiiinimo, Veitetiis 1589), 
lib. VII, 129. Cfì-. Balteer, Trigon., jng. 139. 
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cioè il rapporto anarmooieo dì quattro ponti AB'J'D' , il terzo 
de' qnàli è all'infinito, ò agaale al rapporto semplice ^J>' : A'J)'. 

/) Di qui si trae la soluzione del problema: 

Dati tre punti ABG (in lìnea retta), determinare on quarto pnnto 
D, in modo che il rapporto anarmonico della forma ABCD sia 
on numero X dato in grandezza ed in segano (fig. 32"). 

Soluzioni. — Per G si conduca una trasversale ad arbitrio, e 
su di essa a partire da G preudansi dae segmenti CA', GB", il eoi 
rapporto GA' : GB' sia uguale al valore X : 1 del dato rapporto anar- 
monico ; e i due segmenti medesimi CA', GB siano diretti nello 
stesso senso o in senso contrario, secondo che X è positìvo o negativo. 
Tirinsi le rette AA\ BB, che si seghino in 5; la parallela ad 
A'S" condotta per 8 incontrerà AB nel punto richiesto D (0- 

Lifatti, detto D' il punto all'infinito di A'B", essendo ABGB 
ana proiezione di A'SCiy dal centro S, il rapporto anarmonico 
di ABCD sarà aguale a quello di A'B'C'D', ossia ad 

A'C-:B'G' = }.. 

g) Qarata è la soluzione grafica dell'equazione 

AjC . AD_y 
BC ' BD^ ' 
cioè 

AB_A£ y__ 
BD~BG • ^ '-' 

che è quanto dire, del problema: trovare il punto D che con due 
ponti dati Ab B determina due segmenti AD, SD (in linea retta), 
il coi rapporto sia nn numero jx dato in grandezza ed in segno. 

H problema proposto ammette pertanto una ed una sola solu- 
zione. Laonde non vi possono essere due punti diversi D, Di tali 
che ABGD, ABCDi abbiano uguali rapporti anarmonici : i raggi 
SD,SDi, dovendo essere ambedue paralleli ad A'ff, coincide- 
raimo. Ossia: ^ 

Se i gruppi ABCDfABGDt hanno uguali rapporti anar- 
monici, il pnnto Dx coincide necessariamente col punto D. 

(') Chasies, Geometrie tupérieure (Piris 4852), p. <0. 
3 Cruora, EUtn. di Gtom, predili. 
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h) Se dae gruppi di quattro punti ABGJ), A'BC'D' (rispettì- 
Tamente in linea retta) hanno uguali rapporti anarmonici, e^i sono 
forme projettive. 

Infatti (N° 37) bì può sempre con un numero limitato di proj&- 
zioni e sezioni passare dalla forma ABC alla forma A'BC ; sia ZK 
il punto che nasce da D in virtù dì quelle operazioni. AUora il rap- 
porto anaimonico di A'BCD' sarà ugnale a quello di ABCD, op- 
perà saranno uguali i rapporti anarmonici di A'BCB' e A'BCJ)'. 
Danque D* coincido con D'; ossia i gruppi ASOD, A'BCD' 
sono projettivi. 

In altre parole: la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
due forme ABCD, A' B' CD' (composte ciascuna di quattro punti 
in linea retta) siano projettive, è l'uguaglianza (in grandezza e 
segno) de' loro rapporti anarmonici. 

k) n rapporto anarmonico di quattro punti ABCD si indica 
col simbolo (ABCD) (*); laonde la projettìvità delle due forme 
ABCD, A'BCD' si esprimerà coU'equazione 

ÌABCD) = {A'BCD% 

Se due fasci di quattro raggi o di quattro piani sono rispettiva- 
mente segati da due trasversali in ABCD, A'BCD, l'agnaglìanza 

(ABCD) = (A'BC'n) 

sarà la condizicoie necessaria e sufficiente affinchè i due &sci siano 
projettivi. 

Gonven^mo di denominare rapporto anarmonico di qaattro 
raggi o&cti di quattro piani a^yS , appartenenti ad un fascio, il 
rapporto anarmonico de' quattro punti ne' quali i quattro elementi 
del fascio sono incontrati da una trasversale arbitraria, e di rap- 
presentarlo con (àbcd), (ec^yS). Potremo allora enunciare il teo- 
rema generale: 

La condizione necessaria e sufficiente perchè siano 
projettive due forme di 1' specie costituite ciascuna da 
quattro elementi è l'uguaglianza de' loro rapporti anar- 
monici. 

O M8BIUS, Der bM-gcentrmhe Caleul (Leipiig <827), p. 2tó. 
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54. Siccome due forme armoniche sono sempre projettive (N* 43), 
cosi dal teorema che precede si pud già dedarre che il rapporto anar- 
monico di quattro elementi armonici è nn nnmero costante. In- 
fatti, se ABGD è ima forma armonica, è armonica anche la forma 
BACD (S" 45), epperit le due forme ACBJ), BCAJ) sono projet- 
tire, ossia 

{AGBB)=(BCAI}), 
che è qaanto dire 

AB AD __BA, BD 
CB' CD~CA' CD' 
e dì qui 

AG AB _ , 
BCBD^ ' 
ossia 

(ABCB) = — 1. 

Banqpe, il rapporto anarmonico dì quattro elementi ar- 
monici è l'anità negativa Q). 
G6. Aila equazione {ABCD)'= — 1, ossia 

^+^ = 0, (I) 

BC BD • ^' 

esprìmente che i quattro punti ABCD sono armonici, si possono dare altre 
forme, degne d'essere notate. 

«) Siccome AD = CD — CA, BB = CB—CB, la (1) dà 
CA {CD — CB) + CB (CD — CÀ) = 0, 






m 



fonnola che dì il punto D, quando sono dati A, B, C. 

b) Sia il punto di mezzo del segmento CD, ossia OD=iCO=^OC, 
epperò 

AC=OC—OA, ^B=OB — 0^=— (OC+OJ), 
BC=OC — OB, BD=—{OC:+OB). 
La (1), ossia 

AD^ BD 

<') HJifliDB, L e, p. 889. 
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OC — OA _ OB — OC 



QC — OB 
OA — QC' 



OC — OA.OB. (3) 

tale a dire: la metà del segmeato CD è media proponioifale fra 
le distarne che i punti A, B hanno dal punto medio di CD. 

L'equazione (3) mostra eh» i segmenti OA, ÓB hanno lo stesso segno, 
eioft il punto non cada mai tn A e B. 

e) Dì qui risulta che, se per ^, £ si descrìve un cìrcolo (fig. 33*), sarà 
OC la lunghezza della tangente ad esso condotta dal punto {*}. 

Dunque il circolo dì diametro CD taglierà ortogonalmente il primo cìrcolo 
(ossia tutt'i circoli per A, B). E viceversa, se due circoli si incontrano ad 
angolo retto, essi segheranno in quattro punti armonici qualunque retta pas- 
sante pel centro dell'uno o dell'altro (3). ' 

d) La slessa Torraola (3) serve a risolvere il problema ; 
Date due coppie di punti AB, A'B, trovare un'altra coppia CD in modo 
che entrambi i gruppi ABCD, A'B'CD (fìg. 31*, 35') siano armonici. 

Preso ad arbìtrio un punto G Tuori della retta, descrivansi i circoli 
6AB, GA'B, \ quali si segheranno in un seconda punto H. Sia il punto 
nei quale la retta data è incoDlrata dalla congìungenle GH (3). Allora avremo 
nel primo cìrcolo (*) 

OA .OB^OG .OH, 
e nel secondo 

OA'. 0^ = 00 .OH, 
«pperb 

OA.OB=OA-.OB'. 

Dnoque è il punto medio del segmento cercato ; e i ponti C, D saranno 
le intersezioni della retta data col cerchio descritto dal centro con un 
raggio uguale alla lunghezza comune delle tangenti condotte da ai primi 
due circoli. 

Il problema ammette soluzione reale ogniqualvolta il punto riesca estemo 
ai due segmenti AB, AB, epperò ai due circoli suddetti (Sg. 34* e 35*). 

C) BiLTtni, Ptotum., p. 128. (*) lUirzEn, Trigon., p. iU. 

(^ GH k l'aise radicale de'dne circoli. Baltzer, PUmm., p. 173 t tef. 

{') Oaltzeh, Planim., p. <S8. 
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Non esisle soluaone reale quando li coppia AB è separata mediante la 
coppia A'B" (6g. 36*); giacché precisaiiieDl«iD questo caso, il punto riesce 
itilerno ai due segmenti. 

e) De' quattro punti armonici ABCD suppongansì A e B inGnìlaroente 
Ticini addirìtiura coincidenti. Se C è a distanza infinita, D coinciderà con 
A b B, perchè dev'essere il punto medio del segmento AB (N* 51)- So C 
è a distanza finita, distinto da j4 e B, ma del resto arbitrano, l'equazione (2) 
dà CDt::zCA^CB, cioè D coincide coi punti A e B. 

De' quattro punti armonici ABCD suppongansi ora coincidenti A e C;fi 
sia B all'infinito. Dovendo allora A essere il punto medio del segmento CD, 
il punto D coinciderà con A e C. Se invece Bea distanza ftnils, distinta 
da A e C, ma del resto arbitrario, l'equazione (1) dà XZ) = 0, vale a dire, 
il punto D coincide con i4 e C 

Dunque, se di quattro punti armonici due coincidono, coin- 
cide con essi anche uno degli altri due; ed il quarto rimane 
affatto indeterminato. 

56. Tkobihì. — Una foima qualunque (di 1' specie) costituita 
da quattro elementi ABCD à projettira alla forma cito si dednce 
da quella scambiando fra loro due elementi, e fìu loro anche gli 
altri due; per esempio alla forma BADC. 

Dm. — Infatti, siano ABCD quattro punti (fig. 37'), ed EFGD 
una projezione dei medesimi, fatta da un centro M sopra una retta 
pawante per D. 89 N è l'intersezione di AF con CM, sarà 
MNQG una proiezione di EFGD fatta dal centro A, e sarà 
BADC una projezione di MNGC fatta dal centro F. Per conse- 
guenza (N* 35) la forma BADC è projettiva ad ABCD. Nello 
stesso modo si dimostra che ABOD è projettiva a ciascuna delle 
forme CDAS, DCBA (i). 

Di qui segue per esempio che, se il fascio i^icd dì quattro raggi 
6 projettÌTo ad ABCD, 6 projettivo anche a BADC, GDAB, 
DCBA. 

Cioè, se due forme di quattro elementi sono projettire, 
la corrispondenza fra gli elementi pub essere stabilita 
in quattro maniere diverse. 

57. Il teorema che precede torna a dire che, dati quattro elementi ABCD 
di una forma di 1' specie, sono uguali i rapporti anarmonici 

{ABCD) = (BADC) = {CIiAB)—{DCBA). 

<•) 5T*n)T, t C, p. 89. 
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a) Quattro elementi (dì ana forma di 1* specie) possono essere ordinati 
in 34 maniere diverse, ossìa formano i U gruppi 

ABCD , BADC, CD AB , DCBÀ , 

ÀBDC, BACO, DCAB, CDBA, 

ACBD, CADB, BDAC, DBCA, 

ACDB, CABD, DBAC, BUCA, 

ADBC, DACB. BCAD, CBDA. 

ADCB, DABC, CBAD, BCDA, 

che qui abbiamo distribuiti in sei linee. I quattro gruppi di ciascuna lìnet 
sono projettifi fra loro (N° 56), epperò hanno lo stesso rapporto anarmonico. 
Se si vogliono determinare i rapporti anarmonìci dei^gnippi, basta adunque 
considerare un solo gruppo per ciascuna linea, per esempio i sei gruppi 
della prima colonna. I sei rapporti anarmonicì hanno fra loro tali relazioni 
che, conoscendo ano qualunque di essi, si determinano immediatamente gli , 
altri cinque. 

i) Consideriamo ì due gruppi ABCD, ABDC, che differiscono fra loro 
per lo scambio degli ultimi due elementi. 1 rapporti anarmonìci 

sono quantità tnterse, epperò 

(ABCD).{ABDC}^Ì, (1) 

ed analogamente (ACBD) . ( ACDB) = I , (1)' 

(ADBC) . (ADCB)^i. [i)" 

e) Essendo poi ì quattro punti ABCD in linea retta, à ha idenUcamente 

BC.AD-t-CA.BD + AB.CD = (*) 

donde, dividendo per BC.AD, sì cava 

-*, 

AC éR.AB,AD_. 
BC'BD^CB'CD~ ' 

(■) loblli l'ideatiti 0C+ CA+AB'-'O, mollipircata per AD, e ivnto rinorito 
che AD=BD + AB ed anehe AD = CD — CA, ài 

BC.AD+CA{BD + AB)-ì-AB{CD~CA)=mO, 
«niij ridueendo 

BC.AD + CA.BD + AB.CD = ii. 
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che h qaanld dire (N« 53, A) 

(ABCD)-Ì-iÀCBD) = ì. (2) 

AnalvEamente sari 

{ABDC)-h{AI)BC) = i, (2)' 

iACDB) + (AI)CB) = i. (2)' 

i} Duoque, » indichiamo con X il rapporto anariDomco del gruppo ABCD, 
doè M poaiamo 



(ABCD) = x, 



sari, per la (1) 

e per la (2) 

Quindi per la (1)' 

e di qui per la (2)" 



(ABDC) = ~, 



{ACBD)^Ì—\. 
i 



(ACDB) = 



e poi, per la (1)" o per la (2)' ; 

e) Se nel groppo ABCD due punti, per esempio AeB, coiacidono, si ha 
AC=BC, AD~BD, epperò {ABCD) = {AACD) — i. Bla se \=i\. gli 
albi rapporti anarmonici diveogODO (ACA]))-=.Q, (^CD^) = eo; Tale a 
dire: 1>0, eo sono i valori che assume il rapporto aoarmunico di quattro 
elementi, due de' quali coincidano. 

/) Se {ABCI))=.~\, sarà per le formole precedenti [ACBT})=it e 

{ACDB)'=.^; onde (N" 54), se il rapporto anarmonico di quattro punti ha 
il valore 2 o 5 > onesti ponti, presi in nn altro ordine, formano un gruppo 
armoDico. 

58. Dal teorema 53, A) esprìmente la condizione necessaria e 
sufficiente per la projettività di due gruppi dì quattro e1em«iti, 
si conclude sabito cìie: 

(•) HóMUS, l e., p. U9. 
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Se due forine (di 1' specie) sono projettÌTe, quattro ele- 
menti qualÌBlTogliaDo dell'aca e ì quattro elementi corri- 
spondenti dell'altra hanno uguali rapporti anarmonici('). 

In particolare, a quattro elementi armonici dell'una corrispon> 
deranno quattro elementi armonici dell'altra (N' 43). 

59. Siano AA', BB dne coppie qnalunque di ponti corriapon- 
denti di due punteggiate proiettive (flg. 36'); e J, J' i loro ponti 
all'infinito. Allora arremo l'uguaglianza de' rapporti anarmonici 

{ABIJ)=(ABI'J'), 
ossìa 

(BAJr) = {AB'rJ'), 

ossia, perchè I, J' sono all'infinito (N* 53, e) , 

BJ:AJ=A:1:BT, 

donde sì ha 

jA.rA=JB.rB, 

Tale a dire: il prodotto JA . TA ha un valore costante, qualunque 
sia la coppia AA di ponti corrispondenti (2). 

Crr. il N" 53 , dova qaeslo teorema è dimoslrato per due punlef^iate 
prospeltÌTe. 

§ 10. Clostnizloiii di forme projettire. 

60. Se ABG, ABC sono due teme d'elementi corrispondenti 
in due forme projettive (fig. 39*), qualunque sistema di operazioni 
(projezioni e sezioni) per le quali da AW) si ottengano ABC 
(K° 37), condurrà eziandio da ao altro elemento qualunque J) della 
prima forma al corrispondente elemento 1/ dell'altra. Infatti, se 
da D potesse nascere in virtù di quelle operazioni un altro ele- 
mento D' , sarebbero uguali i rapporti anarmonici (ABCD), 
(AB'G'I)'); ma per ipotesi si ha (^BCi)) = (^'FC'i)'); dun- 
que sarebbe {AB'G'D') = {A'Bà'D'), il che è assurdo se D' 
non coincida con B (N" 53, g). 

Nella lìg. 39* le operazioni sono: una proiezione da S, una seuone con 
u", una projeiione da S ed una sezione con u'. 

C) Steiner, Syitematmhe EnOewkelung der Abhàngigkeil geometristìter G«- 
staiten von einander (BerliD 4832), p. 33. 
(*) Steiner, l. c, p. iO. 
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61. É fadle del pori dimostrare il teorema inverso di quello del 
N° 58; ossia: 

Date dae forme dì 1* specie, se agli elementi ABCD.... del- 
l'ima corrispoDdoQO ordinatamente gli elementi ASCD .... del- 
l'altra, in modo GÌie quattro elementi qualisiTogliano della prima e 
ì quattro elementi corrispondenti dell'altra abbiano rapporti anai- 
monici Qgaali, le due forme sono projettive. 

Infatti, ogni sistema di operazioni il quale conduca daUa tema 
ABC alla terna A'B'C, condurrà dall'elemento D ad un tale ele- 
mento D", pel quale si abbia rugnagliaii2a de' rapporti anarmomci 
{ABCI)) = {A'B'C'D'). Ma per ipotesi è {ABCD)=iA'B'G'I/); 
dunque {A'B'C-l)') = iAB'QD'), epper& D' coincide con Bf 
(H' 53, g). Siccome la stessa conclusione Tale per qualsivoglia 
altra coppia d'elementi corrispondenti, cosi rimane dimostrato che 
le due forme sono projettive (N" 3é). 

63- I>al N" 60 si ricava, come caso particolare, che se in due 
forme projettive (di 1* specie) vi sono due terne corrispondenti 
ABC, A'B'C, le quali siano prospettive, anche le forme date 
saranno prospettive. 

a) Per esempio, se le forme sono due punteggiate ABCD..., 
A'B'C'I)' ..., l'ipotesi fotta eqnivale a supporre che le rette A4', 
BB', ce, concorrano in un punto 0; dunque anche le altro rette 
analoghe BU,... passeranno per (fig. 17* e 31*). 

Come caso particolare, i punti A, A' coincidano (fig. 20*), for- 
mando un punto unito {}). Le teme ABC, A'B'C sono pro- 
spettive, e il loro cratro dì proiezione è il punto comune alle 
BB',C(7; dunque: 

Se due punteggiate projettive hanno un punto unito, 
esse sono prospettive. 

Viceversa, è evidente che due pnnte^ate prospettive hanno 
sempre un ponto unito. 

h) Se le forme sono due fasci dì raggi abcd ... , a'b'c'd' ... in 
uno stesso piano, l'ipotesi equivale a sapporre che i tre punti 
aa', W, ce' siano in una retta s\ dunque anche tutti gli altri punti 
analoghi dèÉ, ... cadranno nella medesima retta (fig. 18*). 

C) In due forme projPtlJTe, diciamo etemento nnile nn elenenlo cbe coiidda' 
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Se la retta sé tutta airinfinìto, sì ottiene la sedente proprietà; 

Se due fasci projettivi di raggi hanno tre ceppie di raggi corrì- 
spondeutì paralleli, dae altri raggi corrispondenti qaalisivogliano 
saranno pure paralleli. 

L'ipotesi è yerìficata se i raggi oa' coincidono in nn raggio 
unito (fig. 40*); allora la retta s è quella che unisce i ponti hb', af. 

Dunque: se due fasci projettivi (in un piano) hanno un 
raggio nnito, essi sono prospettivi. 

E TJcerersa due fasci prospettÌTi di raggi (in un piano) hanno 
sempre nn raggio unito. 

e) Se Vana forma è una punteggiata ABCD.... e l'altra un 
fasdo di raggi àbcd.... (fig. 24*), l'ipotesi equivale a supporre che 
ì raggi àbc passino rispèttiramente per A, B, G\ dunque anche d 
passerà per D , .... , ecc. 

6B. Due punteggiate possono trovarsi in una medesima retta, 
vale a dire, essere sovrapposte: per esempio, se due fasci di 
raggi (in uno stesso piano) S= abc .... , = a'b'c' .... (fig. 41') ven- 
gono segati da una medesima trasversale, questa conterrà, le due 
punteggiate ABC...., A'BC...., che saranno projottive, se tali 
erano i due fasci. In tal caso, si pu6 domandare se tì siano punti 
uniti, cioò se in qualche punto della trasversale coincidano due 
punti corrispondenti delle due punteggiate. 

Per esempio (fig. 41*), se la trasversale s si conduce pel punto 
aa' e pel punto W, i punti AA' coincidono, e cosi pure BE'; cioè 
si hanno due punti uniti. Se una punteggiata u (fig. 42*) si prò- 
jetta da due centri 8, (posti in uno stesso piano con u), sicchò 
ne lisultino i due fasci dx .... , a'b'c' .... , e se si tira poi una 
trasversale $ pel ponto ove il raggio unito aa' è incontrato da u, 
sì ottengono le due punteggiate projettive sovrapposte ABC...., 
ABC .... , che hanno un solo punto unito AA!. In seguito (K" 82) 
vedremo che due punteggiate projettive sovrapposte possono anche 
mancare afhtto di punti uniti. 

Analogamente due fasci dì raggi possono essere concentrici, 
come avverrebbe se due punteggiate distinte venissero projettate 
da uno stesso centro (fig. 43*) ; due fosci di piani possono essere 
coassiali, quali risultano se due panierate si progettano da 
ano stesso asse, ecc. Segando due stelle con uno stesso piano, si 
ottengono due piani punteggiati sovrapposti; proiettando due piani 



ih. Google 



punteggiati da ano stesso centro, si ottengono due stelle concen- 
triche. In tatti qaesti casi, le dae fonue di cai si tratta diconsi 
sorrapposte; e se sono projettìve, lia importanza la ricerca 
d^li elementi aniti. 

64. TsoBEKA. — Dne forme (di 1' specie) projettiTe sorrap- 
p<«te hanno al più dne elementi aniti, o hanno tutti gli ele- 
menti nniti, 

Bn. — Infatti, se tì fossero tre elementi uniti ABC, detti D 
e ly dae altri elementi corrispondenti qaalisiTOgliano, si aTrehhe 
(N» 58) l'ugnaglianza {ABCD)=(ABCir), opperD D* coincide- 
rebbe con D (N* 63, g). 

Bnnqae, se le dne forme non sono identiche fìra loro, esse non 
potranno mai avere pit di dne elementi aniti. 

65< Se ana forma (di 1' specie) costituita da quattro elementi 
ABGD è projettiTa alla forma che si deduce da quella collo scam- 
bio di due elementi,' per esempio a SAGD, dico che la forma è 
armonica, e che i dae elementi scambiati sono coigugati. Questo 
teorema è già contenuto nel N' 54; ma si pab ora dame anche 
la segaente dimostrazione grafica. 

Supposto per esempio che ABCD siano quattro punti in lìnea 
retta (fig. 44*), sia KMQD una proiezione dei medesimi, &tta da 
nn centro qualunque L sopra una retta passante per V. Siccome 
ABCD è projettÌTO si a KMQD, sì a BACD, cosi anche te 
forme KMQÌ), BACD saranno projettiye. B siccome D è per esse 
un ponto unito, così le due forme saranno prospettive (N" 62, a), 
cioè le rette KB, MA, QC concorreranuo in uno stesso punto N. 
Da ci6 segue che KLMNh un quadrangolo completo del quale due 
lati opposti concorrono in A, dae altri lati opposti coacorrono in 

B, mentre il quinto e il sesto lato passano rispettivamente per 

C, D. Dunque (N' 38) ASCD sono quattro punti armonici. 
66. Siccome il passaggio fra due forme projettive (di 1' specie) 

può sempre essere effettuato (N" 60) mediante il sistema d'opera- 
zioni cJie servono per dedurre tre elementi dell'una dagli elementi 
corrispondenti dell'altra, e siccome (K' 37) due dati gruppi di 
tre elementi sono sempre projettiri, cioè si pab sempre passare 
dall'uno all'altro mediante alcune proiezioni o sezioni, così noi pos- , 
àamo concludere: 
Date ad arbitrio tre coppie d'elementi corrispondenti 
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-di due forme projettire, si possono costruire quante altre 
coppie si Togliono d'elementi corrispondenti (i). 

Adduciamo due esempi; quello di due punteggiate, e quello di 
due fasci dì raggi : intendendo, si nell'im caso si nell'altre, che le - 
due forme siano in. uno stesso piano. 



Siano (lìg. 39') À ed A, Beff.C 
e C le tre coppie dale di punti corri- 
spondenti della punleggiate projeltiie 
u, v' da costruirsi. Operiamo come 
s'è Tatto al N ' 37 ; cioè sulla reUa che 
unisce due punti corrispondenti, per 
«a. AA, prendansi ad arbitrio due 
punti S, S'; R si conducano le SB, 
S'B' che si segano in B", e le SC, S'C 
che si segano in C". Sia poi A' il punto 
in cai AA' incontra S'C. Le opera- 
zioni che servono per passare da ABC 
ad AffC sono: fla proiezione da S; 
2° la sezione colla u"~A"B'C'; 3° la 
proiezione da S'; i" la sezione con ti'. 
Dunque le stesse operazioni condur- 
ranno da un altro punto qualunque D 
di u al punto corrispondente D' di u' ; 
ossìa i raggi SD, S'ff si devono segare 
in un punto D" della retta fissa u". 

Per tal modo si ottiene una punteg- 
giala v" = A"R'C'J)" .... che è pro- 
speltÌTa tanto ad u, quanto ad u'. 



Siano (fìg. 45') a ed a', ft e 6', e e e' 
le tre coppie date di raggi corrispon- 
denti de' due Tasci proiettivi V ,V ii 
costruirsi. Pel punto comune a due 
raggi corrispondenti, per es. aa', con- 
ducansi ad arbitrio due trasversali 
s,i';e sia b" la retta che unisce i punti 
gb, s'b'; e" la retta che unisce i punti 
$c, s'c; ed a" la retta che unisce i 
punti oa' e b"c". Le operazioni che 
servono per passare da abe ad a'b'e 
sono: 1° la sezione con «; 2° la proie- 
zione dai punto [/"comune alle a"b"c"; 
3° la sezione colla s'; 4° la proiezione 
da C. Dunque le stesse operazioni 
condurranno da un altro raggio qua- 
lunque d de! fascio V al corrispon- 
dente raggio d' del fascio V; ossia i 
punti td, s'd' devono trovarsi sopra una 
retta d" passante pel punto fisso U'. 

Per tal modo si ottiene un fascio 
U" = a"b"c"d" .... eh» è prospettivo 
tanto ad V, quanto ad U. 



a) Il raggio passante per S (ilg. 39*) e parallela ad ti seghi u" in f; il 
raffio S'I" segherà u' nel punta /', il cui corrispondente in k è all'infinita. 

Analogamente, sa il raggio passante per S' e parallello ad u sega u" in J", 
il raggio SJ" segherà u nel punto J, il cui corrispondente in u' ò all'infinito. 



b) Sia P (fig, 39*) il punto in cui 
u è segata da ii"; il ponto P sarà 
l'intersezione di u' col raggio S'P. 
Parimenti, se O' è il punto in cui u 
i incontrata da u", il punto Q sar^ 
/]uello ove u è segala dal raggio SQ'. 



Dicasi p (fig. 45') il raggio VV"; 
il raggio corrispondente p congtun- 
gerà V col punto s'p. Cosi pare, se 
il raggio VV" s'indica con q', la con- 
giungente di V col punta- 19' sarà il 
raggio g. 



<') Steiner, I. e, p. 35 e 91. 
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67. I cenlri S, S devono essere 
allineali con due ponti corrìspondenli; 
del resto sono arbitrari. Per es. , 
possiamo porre S in ^4', ed S'in^ 
(fig. 41»}. Allor» il raggio S"P coin- 
cide con «, epperò P dìTìene il paolo 
comone ad u, u'. Cosi pure il raggio 
SQ Goindde con u', cioè anche Q cade 
nel ponto un'. • 

Vale a dire: se assnmiamo i p»nti 
A', A invece de' centri S, S', la retta 
u" incontrerà rispetti va mente le h, u' 
in quei pooti P, Q che corrispondono 
al poolo uu', coosiderato prima come 
nn ponto P di u', poi come un ponto 
Qdiu. 

Ma nella costruzione del N* pre- 
cedente, la retta ti" era il loogo 
delle inlerseziooi de' raggi corrispoo- 
denlide'fasc) prospettivi S(/jfiCi>...), 
S {ABCIf ...). Dunque la retta u" at- 
tuale sari analogamente la setione 
comune de' fasci A'(ABCD,.,), 
A(A'ffC'jy...], cioè il luogo de' punti 
ove si segano le coppie dì rette A'B 
ed AB", AC eA AC, AD ed AD\.... 
Se invece de' punti A', A, adope- 
riamo come centri di projeiione altri 
due punti come fe£,oCeC, ...,la 
retta u" dovrà ancora segare le u, u' 
ne'pooU P, ff; cioè la retta k" ri- 
mane la medesima. Dunqoe: 

SeABC...MN..,AB'C...Hni'... 
sono due punteggiate projettive (in 
uno stesso piano), tolte le coppie di 
rette analoghe a MN', JViVsi segano 
in punti (li una retta fìssa , la quale 
passa pei punti delle due punteggiate 
che corrispoodono al loro ponto d 'in- 
tersezione. 

68. Questo teorema, limìlalo alle 
tre coppie di punti AA', BB, CC\ le 
qnali del resto sono aflallo arbitrarie, 
può enunciarsi cosi : 



Le trasversali i, i' devono passare 
pel punto comune a due raggi corri- 
spondenti ; del resto sono arbitrarie. 
Per es. , possiamo assumere a' per 
f ed a per t' (flg. 46*). Allora il punto 
t'p coincide con [7, opperò p' sarà la 
retta W. Parimenti, il punto tq' coin- 
cide COR W, cioè anche q non è altro 
che la retta VU. 

Vale a dire: se assumiamo i raggi 
a', a invece delie trasversali i, t' , il 
punto fJ" sarà l'interseiione de' raggi 
p, q che corrispondono alla t/IT, con- 
siderata prima come raggio p' del fa- 
scio IT, poi come raggio q del fa- 
scio V. 

Ha nella costruzione del N' pre- 
cedente, il punto V" era il centro 
di projezione perle punteggiate pro- 
spettive »{a,hcA...), i(ab'e'd' ...). 
Dnnque l'attuale ponto V" sari ana- 
logamente il centro di projezione per 
le punteggiale a'{abed...), o(a'(i'c'd'..,), 
cioè il ponto comune alle retto che 
congiongoDO le coppie di punii ab ed 
ab', se ed oc', ad ed ad', ecc. 

Se invece de' raggi a', a, sì adope- 
rano come trasversali alici due raggr 
comeb'eb, ovvero e' e e, ..., il punto 
0" sarà ancora l'intersezione de' raggi 
p, q', cioÈ il punto V" non cambia. 
Dunqoe: 

Se abc ... mn .. , a'b'c'... mV ... 
sono due fasci projellivi di raggi (in 
uno stesso piano), le rette che uni- 
scono le coppie di punti analoghe ad 
mn', m'n passano (ulte per un punto 
fisso, il quale è l'intersezione de' raggi 
che corrispondono alla congiungente 
de' centri de' due fasci. 

Questo teorema, ristretto alle tro - 
coppie di raggi aa', bb'^cc', le quali 
del resto sono affatto arbitrarie, pub 
enunciarsi cosi: 
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i6 

Se un esagono ABCABC (6g. 430 
ha i verlici d'ordine dìspari in una 
rella u, e i verlici d'ordine pari in 
un'altra reità u', le tre coppie di lati 
opposi! (Aff ed A'B, BC e BC, 
CA' e CÀ) si segano in Ire punti di 
una retta u" ('). 

69. Se le due punteggiale u, u' sono 
prospettive (fig. 50»), i punti P e Q' 
coincidono In un solo punto comune 
alle due rette ; allora AA'BB' è un 
quadrangolo completo, i cui punii dia- 
gonali sono 0, S (punto di concorso 
delle AA', BB', ...) ed M (intersezione 
delle AB\ A'B); perciò (N" 49) le rette 
u , tt sono separate armonicamente 
mediante la u" e la OS. Dunque: 

Se due trasversali u, u' segano un 
rasoio di raggi a, h, e, ... ne' punti 
(A, A). {B, B), (C, C), - i punii ove 
si segano le coppie di rette AB e A'B, 
AC e A'C, BC' e B'C, ecc., cadranno 
in una retta fìssa u" passante pel punto 
tiu'; e le ti, u' saranno separate armo- 
nicamente medianta u" e il cenlro del 
fascio. 

a) Di qui si cava la soluzione del 
problema : 

Condurre la retta che unisce un 
ponto dato M col punto inaccessihile 
di concorso di due rette date u, u'. 

Per Jtf (fig. 50' e 51') conducansi 
dne rette a segai-e u in ^, fi ed u' in 
R, A' ; dal punto S ove si segano AA' 
e BB' menisi un'altra retta od incon- 
trare », u' in C, C, Il punto N co- 
mune alle BC', BC apparterrà alla 
retta domandata u". 



Se un esagono àb'ca'bc' [Qg. i9'] ha i 
lati d'ordine dispari concorrenti in un 
punto U, e i lati d'ordine pari con- 
correnti in nn altro punto U, le rette 
coiigruogenti le tre coppie di vertici 
opposti (ab' ed a'b, Ve e be', ca' e e'a) 
passano per uno stesso punto U". 

Se i due fasci V, U sono prospet- 
tivi (fig. 53*), i ra^i p « q' coinci- 
dono nella retta VÙ'; allora aa'W è 
un quadrilatero completo, le cui dia- 
gonali sono UW, I (sezione comune 
de' due fasci) ed m (congiungente de' 
punti aV, a'b) ; perciò (N* 48) i punti 
V , V sono divisi armonicamente 
mediante il punto V e la retta t. 
Dunque : 

Se una punteggiata è projettata da 
due punti V, V mediante ì raggi 
(ffl,o'), (b,6'), (ce),... le reUe 
che uniscono le coppie' di punti (tA\ 
fl'M, (oc', o'c), (be', b'c), ecc., con- 
corrono in nn punto fisso V", il quale 
insieme con ( divide armonicamente 
VV. 

Di qui sì cava la soluzione del se- 
guente problema : 

Costruire il punto che giace in ana 
retta tracciata m ed in un'altra retta 
non tracciata, ma individuata da due 
punti dati V, U'. 

In m (fig. 52*) prendansi due punti, 
i quali uniti ad V diano le rette a, b, e 
uniti ad V le rette b', a, e sulla retta 
$ che unisce i punti aa, i>b' prendasi 
un terzo punto, che unito ad U, V dia 
le rette e, e'. La retta n che unisce i 
punti be', b'e st^herà m nel punto ri- 
chiesto V". 



0) Pippo, t. e, lib. VII, 139. 
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47 
b) Se le u, u' sono parallele (fig. 51*), la coslruiiooe precederne risoWe 

il problema: 
Date due rette parallele, condarre coiruao della sola riga per nn ponto 

dato la retta parallela alle date. 



70. Tornando alla costruiione del 
N* 66 (a sinistra), prendasi come cen- 
tro S il punto in cui AA' è segata da 
BB", e come centro S' il punto co- 
mune alle AA', OC (Bg. 53*). Allora 
la retta u" non sari altro che la ffC, 
perchè in ff si segano i raggi SB, S'B, 
ed in C i ra^i SC, S'C. Perciò si 
costruire un'altra coppia qualunque 
di punti corrispondenli D, D', osser- 
Tando che le rette SD, S'D' devono 
concorrere sulla B'C. 

Considerando la figura SS'CDD'B' 
che è un esagono, possiamo enunciare 
il teorema : 

In un esagono, i cui lati 
siano due rette punteggiate 
projettÌTO e le congiungenti di 
quattro coppie di punti cor- 
rispondenti, le tre rette che 
uniscono a dna a due i Tertici 
opposti concorrono in uno 
stesso punto. 

71. Nella soluzione del problema 
del N' 66 (a sinistra) se le tre con- 
giungenli AA', BB, OC avessero un 
punto comune S (come caso panico- 
lare, se AA coincidessero), nel qual 
caso le due punteggiate sarebbero 
prospettive, basterebbe tirare i raggi 
per 5 e si otterrebbero tntte le coppie 
di punti corrispondenti (Og. 11'). 



Tornando alla costruzione del N°66 
(a destra), j)rendasi come trasversale t 
la retta cbe unisce i punti aa, bb', e 
come trasversale (' la retta che unisce 
t punti aa', ce (Gg. bV). Allora il punto 
V" sari l'intersezione b'c, perchè h' 
congiunge i punti tb, t'b', e e con- 
giunge i punti K, s'c'. Perciò si co- 
struirà un'altra coppia qualsivoglia di 
raggi corrispondenti d, d, osservando 
che i punti ti, i'd devono essere in 
linea retta con b'c. 

Considerando ora la figura ts'cdib' 
che è un esagono, potremo enunciare 
il teorema : 

In un esagono, i cui vertici 
siano i centri di due fasci pro- 
jeltivi e le intersezioni di qial- 
tro coppie di raggi corrispon- 
denti, i tre punti in cui si 
segano a due a due le coppie 
di lati opposti sono in linea 
retta. 

Se i tre punti aa', bb', ce' (N° 66. a 
deslra) fossero in una stessa retta > 
(come, caso particolare, se aa' coin- 
cidessero), nel qual caso ì due fasci 
sarebbero prospettivi, basterebbe con- 
giungere i centri de' due fasci a cia- 
scun punto di ( e si ollerrebbero 
tulle le coppie di raggi corrispon- 
denti (ag. 18*). 



, 72. Se le due punteggiate u, u' (N» 66, a sinistra) dovessero essere sovrap- 
poste, cioè se i sei punti Aatì AA'BB'CC' fossero in una stessa rella (Itg. 55"), si 
comincerebbe dal proiettare u' da un centro arbitrario S sopra una retta 
ariiitraria u^ , a quindi si opererebbe sulle ponteggiate it={ABC...), 
u^ = (À^BtC, ...) , cioè sulle coppie di punti (^ ^i), (£,B|), (C,C,), nel 
modo insegnato di sopra (N* 66). Trovata una coppia di punti corrispondenti 



ib.Googlc 



{D, 77|) delle punteggiate u, UiJIraggioS'D^ determinerebbe inu' il punto L' 
corrispondente a D. 

a) La costruzione sarebbe sempl'rQcata, se due punii corrispondenti A, A' 
coinnidessero (fig. 56*), giacché a1lora,conducendo »| per A , la punteggiata ui 
riesce prospettiva ad u; ond'é che, proiettata u' dal centro arbitrario S' su 
uj, se le BBf, CCi si segano in S, basterà projettare u da S su u^, e quindi Uj 
da 5* su »'. 

Lo due punteggiale projeltive soTrapposte u, u' hanno, oltre ad A od A, 
un altro punlo unito, nell'in tersesi o no della rettn data col raggio SS'. 

b) Dunque, se il raggio SS' passa pei punto UU), le due punteggiate pro- 
jettive u, u' avranno un solo punlo unito. Se si volessero costruire in una 
retta data due punteggiate projeHive (sovrapposte), per le quali AA' fosse 
una coppia di punti corrispondenti ed jH Tosse l'unico punto unito (fig. 56* bis), 
da un punto S' arbitrario si projetterebbe A' in Af sopra una retta uj condotta 
arbitrariamente per Jf ; indi, costruito il punto S comune alle A Ai, S'M, per 
trovare il punto B' dì u' corrispondente ad un punto B di u, si projelterebbe 
BiaSiu Bi,e quindi d^ da S' m W. 

e) Se i due fasci V, V (N" 66, a destra) debbono essere sovrapposti , cioè se 
ì sei raggi dati aa'bb'cc' passano per uno stesso punto, si comincerà dal segare 
a'£'c' con una trasversale, indi si projetleraano i punti d'intcrseiioDe da un 
centro arbitrario V^. Se i raggi proiettanti sono a^b^c^ ..., avremo a con- 
siderare i due fasci non sovrapposti V, (/). 

Ovvero, potremo segare abc con una trasversale in ABC, ed a'b'c' con 
un'altra trasversale in A'B'C; ìndi si opererà sulle punteggiale ABC ... , 
ABC... net modo che si è già esposto. 

Omettiamo le ligure corrispondenti a queste costruzioni, afSnché il giovane 
studioso cominci ad esercitarsi a farle da sé. Anche qui si avrebbe una 
notevole sempiì 6eazione, se fra i raggi dati ve ne fosse uno unito, cioè se per 
es. a ed a' coincidessero insieme, ecc. 

1 11. Gasi particolari ed esercizi. 

73. Due punteggiate diconsi simili, se ai punti ABC... del- 
l'una corrispondono i punti A'B'C ... dell'altra, in modo che il 
rapporto di due segmenti corrispondenti AB e A'B", AC e A'C, ... 
sia tm nnmero costante. Se questo numero è l'unità, le punteg- 
giate diconsi Qguali. 

Due punteggiate simili sono projettive, perchè ogni rapporto 
anarmonico, come {ABCB), sari ugnale al suo corrispondente 
{A'BCiy). Oppure : suppongansi le due rette in uno stesso piano 
(fig. 57') , e dicasi F o Q il ponto ad esse comune, secondo che 
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SÌ considera come appartenente ad «' o ad w. Sia poi AA una 
coppia qualunque di pnnti corrispondenti ; P il punto di « che cor- 
risponde a i'; e ^ il punto di »' che corrisponde a Q. Condu- 
cansi AA! parallela ad »', e AJ^ parallela ad ». Nei triangoli 
PQQ', VAA gli angoli \ti Q,A sono uguali e raccMusi da lati 
proporzionali, in virtù dell'ipotesi 

ÌQ _pa _pa 

PQ~PA 33" ■ 

Segue di qui che i ponti P, Q^A' sono in linea retta; dunque, 
Bo la punte^ata ABC... si projetta su PO' in A'B^C ... me- 
diante rette parallele ad u', e quindi se si projetta la punteggiata 
A'B'C ... Bolla »' mediante rette parallele ad u, si otterrà la 
punteggiata A'B'C .... 

S» PQ = PQ, cioè se la retta PQ* fa angoli uguali colle rette 
date, le punteggiate «, »' sono ugnali. 

Al punto all'infinito di w corrisponde il punto all'infinito di «'. 

74. Viceversa : se i pnnti all' libito. I,T di due punteggiate 
projettiva u, u' sono corrispondenti, le punteggiate sono simili. 
Infatti (fig. 57') , se si projetta « da T, ed «' da / (come nel 
N" 67, a siniatra), si ottengono due fasci di raggi paralleli, ne' 
qu&Ii i raggi corrispondenti si segano snlla retta fissa u". I seg- 
menti A'B" dì u' risultano allora proporzionali si ai segmenti 
AB dì w , si ai segmenti A'B di u' ; epperti i segmenti AB di u 
sano proporzionali ai segmenti AB di u'. 

altrimenti : se AA, BB, CC sono tre coppie di punti corri- 
spondenti, e se /, r sono i punti all'infinito, avremo l'uguaglianza 
de' rapporti anarmonici (N* 58) 

{ABCI)^{AB'C'r), 

ossìa, perchè I, T sono all'infinito (N" 53, e), 

AC_AC 
BC BC' 

equazione che esprime appunto la proporzionalità de' segmenti cor- 
rispondenti. 

4 CuKOM, BU», di amn. prtjttt. 
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PI. — Segando un fascio di rai^i (Il cui centro sia k distanza finita) 
IraSTersali parallefe, si honno due puiilegKiale simili, 
lezioni qualisivogliano di un -fascio di rag^i paralleli sono punteggiate 

trambi questi esempi , le piinle^iate sono anche prospettive; il punto 
a distanza infinita nel primo caso, a distanza finita (in geuerale) nel 

Due fasci projettÌTi dì raggi, i cui centri siano l'uno e l'altro 
Dito, diconsi simili, se una sezione dell'uno è simile ad una 
I dell'altro. Allora due altre sezioni qnalisivogliano de' due 
laranno pure simili ira loro. 

Dall'eguaglianza de' rapporti anarmonici si deduce che iué 
;giate uguali sono projettive (N' 61); e che viceTersa due 
;giate projettive sono uguali (N° 53, g) tostochè siano uguali 
enti corrispondenti compresi fra i punti di due teme ABC, 
•' corrispondenti, cioè A'B'='AB, A'C = AG (epperì» 
= SC). 

n. — Se un fascio di raggi paralleli è segalo da due trasversali ugual- 
iiclinate ai raggi, si ottengono due punteggiate uguali. 
I bacìo di raggi (non pardlleli) è segato da due trasversali parallele ed 
[anti da) centro del fascio, le due punteggiale cbe ne risultano sono 

Due punteggiate simili sovrapposte, avendo gii un punto unito N a 
I infinita, ne hanno un altro M, che in generale è a disianza finita. Se 
B" sono due coppie di punti corrispondenti, si avrà: 

MA:MA':=:AB: A'B' = cost.» , 

isterì dividere il segmento AA' in due parti MA, JUA' atenti fra loro 
lorlo dato. 

'azione MA : MA' è (N" 53, e) il rapporto nnarmnnico (AA'MN). Se il 
Dreè — 1, it gruppo AA'MS sark armonico (N" 54), cioè J/sarà-(N''5l) 
) di menu di AA' e d'ogni altro segmento analogo BB', ... ; vale a dire 

punteggiate sono costituite dalle coppie dì punti equidistanti da un 
isso Jf. 

e quel rapporto costante ha il valore + 1 , <'Mk se MA ed MA' devono 
uguali di grandezza e di s^no. Ìl punto jf sarà all'infinito. Infatti, 
eniAA'il.Vi^i segue {NMA'A) — i (N- 5tì), epperù (N" 57, e) i 
V, N coincidono insieme. 

due punteggiate projettive sovrapposte, dotate dì un 
«unto unito, posto a distanza infiaila, siano uguali, rì- 
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sdIU incba dalli coslrniione del N* 12, ft (fig. 56* b>). Se i) ponto Jf va 
all'ìuHnìto, le relle SS', AfBf ilivengnno pnrallrle bIU retti data o od h* 
(6g. 5tì* ter); e sìccotniì Ì triiiiigoll SAtDf, S'A^B^ hanno una base comune, 
parallela alla retta dei merlici, i sffcoieiili iiitercetiì da essi in qualunque paral- 
lela alla base saranno uguali; dunque AB^ìA'B', ossia due segmenti 
corrispondenti sono uguali; eppf>r6 AA'-^iBB', ecc., cioè il seg- 
mento fra due punti corrispondenti k costante. Le due pun- 
te^iflte si possono dunque supporre generale da un segmento AA' dato dì 
grandem e senso, il quale scorra su dì un.i retta data; il termine A deicrtn 
l'uoa punteggiata, il termine i4' dfcscrìve l'altra. 

Tìcerersa, è evidente che , se un segmento ^^'dalo di grandena e senio 
(corre aa di ima retta data, i suoi lermiiii A. A' descriveranno due punteg- 
giate nguali , epperb projeltÌTe , dotate di un solo ponto unito , che sarà a 
distania infinita. 

78. I^QB foscì di ragg^ diconsi tignali, se agli elementi del- 
l'ano corrispondono ordinatamente gli elementi dell'altro, in modo 
che l'angolo di due elementi qnalisiTogliano della prima forma sia 
seinpre aguale all'angolo degli elementi corrispondenti. 

É evidente che due fasci uguali si possono segare con due trasrer- 
sali in modo che le punteggiate risultanti siano nguali; ma due 
punt^giate ugnali sono sempre proiettive; dunque anche due 
fasci uguali sodo sempre projettÌTi. 

Viceversa, due fasci proj^ttivi dì raggi <Acd aTc^éF..., sa- 

ranno ugnali quando tre raggi àbc dell'uno e i tre corrispondenti 
raggi a'&V dell'altro costituiscano due figure uguali: il che si dì- 
mostra ancora segando i due fasci con due trasversali, in modo 
che le sezioni ABC, A'B'C dei gruppi a&;, a'b'c^ siano nguali. 
Le punteggiate projettìve che ne risultano sono nguali (N' 76), 
epperò sono uguali anche gli altri angoli corrispondenti ad ed a'eC, .». 
de' fasci proposti. 

79. Poiché due forme (due punteggiate o due fasci) nguali sono 
sempre projettìve, cosi possiamo concludere che, se una punteg- 
giata un fascio vien trasportato nello spazio, senza che si alteri 
la scambievole giacitura de' suoi elementi, la punteggiata o il fascio 
nella sua nuova posizione sarà 'projettivo alla forma stessa nella 
posinone primitiva. 

80. I^ati in ano stesso piano due fosei aguali di raggi cAcd..., 
a'b'<f^...f se un raggio dell'on fascio ruota intoruo al sao centro 
dAserirendo il fascio medesimo, il raggio corrispondente desaiverik 
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Tftltro fisào eon una rotazione dello stesso senso o dì senso op- 
posto. Nel primo caso i due fasci diconsi direttamente agaali, 
nel secondo ìnTersamente ugnali.' 

o) Nel primo caso, è evidente che gli angoli aa', W, ce',... 
sono tutti uguali (in grandezza e in senso). Percitt due raggi cor- 
rispondenti saranno sempre paralleli o non Io saranno mai. 

h) Nel secondo caso , due angoli corrispondenti ab , ali' sono 
uguali in grandezza, ma di senso opposto. Percid, se ai trasporta 
l'un fascio parallelamente a sd stesso , sicché i due centri coin- 
cidano, le bissettricì degli angoli di due raggi corrispondenti a, a' 
saranno oTÌdentemente i raggi uniti de' due fasci soTrapposti, che 
sono ancora projettiri (N" 79) ; donde segue che questi rag^ sa- 
ranno anche le bissettrici degli angoli di qualunque altro pajo dì 
raggi c*mispondenti. Percii), se ì due fasci si suppongono dì nsoTO 
non concentrici, essi hanno due coppie di raggi corrispon- 
denti paralleli; e i due raggi in ciascun fascio sono fra 
loro perpendicolari, giacché hanno le direzioni delle bissettcìei 
degli angoli d'una eoppia qualunque di raggi corrispondenti. 

8L Se due fasci di raggi àbcd..., a'b'c'd' ... sono projettivi, e 
se sono uguali in grandezza e in senso gli angoli aa', W, ed di 
tre coppie dì raggi corrispondenti, avrà la stessa grandezza alo 
stesso senso anche l'angolo dd' di dne altri raggi corrispondenti 
qnalanque. Infatti, sì trasporti il primo fascio parallelamente a 
sé stesso, finché riesca concentrico al secondo; e poi si faccia 
girare lo stesso primo fascio intomo al centro comune, di nn an- 
golo uguale ad aa': allora i raggi a,h,c coincìderanno rispettd- 
vamente coi raggi a', h', e', ; e i due fasci, che non cessano d'essere 
progettivi (N" 79), avranno tre raggi nniti, e consegueniemtente 
(N" 64) ogni altro raggio coinciderà del pari col sno corrispon- 
dente. Dunque , restituendo il primo fascio alla sna primitiva po- 
sizione, l'angolo M sarà ngnale ad aa'. 

$3. Dall'essere uguali gli angoli aci, W, ce', ... in due &scì di- 
rettamente ngualì consegue che due fasci direttamente uguali, i 
quali abbiano lo stesso centro 0, si possono supporre generali 
dalla rotazione dì un angolo aa' di grandezza invariabile intorno 
al sno vertice fisso 0: l'un lato a genera l'un fascio, l'altro lato 
a' l'altro fascio. 

Viceversa, se un angolo di grandezza invariabile gira ìntoroo 
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(A 
al proprio vertìee, i àu« lati generano dae hsà (direttamente) 
nguali, epperft projettivi. È evidente che qnesti fasci projettin non 
lianno alcnn raggio unito. 

Segando i due fasci con una trasrersale, si otterranno in questa 
due punteggiate projettire sovrapposte, senza ponti oniti. 

Le cose esposte ai V* 78-81 per due Tasci di rag^ conlennti in uno stesso 
piano si potrebbero ripetere senta mutazione alcnna per due Tasci dì piani 
nello spazio a tre dimensioni. 

83. Due punteggiate proiettive sovrapposte in una s(es£a retta, ÀBC... , 
A'B'C ... Tengano projettate da due centri diversi ET, U, mediante i fasci 
abe..., a'b'c' .... Siano i,j' ì raggi paralleli alla retta data, passanti rispeltiva- 
mente per VjU; ed i',j i raggi corrispondenti a quelli. I punti /', /, ne' 
quali gli ultimi due raggi segano la retta data saranno pertanto i punti che 
corrispondono a) punto all'infinito (/ o J) della retta data, secondo che 
qnesto si consideri come punto della punteggiala ABC ... , o come punto 
della punteggiata A'RC .... 

Per la projettiiitii di due gruppi corrispondenti abbiamo (M* 59) un'egua- 
glianza di rapporti anarmonici, dalla quale si deduce 

JA.IA' = JB.rff = UiSl.» (1) 

cioè il prodotto JA . lA' è una quantità costante, qualunque sia la coppia 
AA'. Sia il punto di memo del segmento Jf, ed ff il punto cbe corrispondo 
ad riguardalo come punto della prima punteggiata. Siccome l'equaiione (1) 
sfliùale per ogni coppia di punti corrispondenti, epperò anche per 00', 
cori avremo 

JA.rA- = JO.I'0-, («) 

ossia (0^— (W) (0-4' — O/^H- 0/(00' — or) =0, 

e siccome 01'-=— OJ, 

cosi 0-4.0.4' — 0/' (0^ — 0-4' + 00") = 0. (3) 

a) Ora si domandi se vi sono punti uniti; detto E un punto siffìitto, 
l'equazione precedente avrà luogo ponendo E in luogo di A ed A\ onde 

0^= or. Off. (4) 

Di qui risulta cbe, se 01' .00' k positivo, cio& se non ai troia tnFtàff, 
vi sono due punti uniti E, F, cbe hanno per ponto di mezzo e separano 
armonicamente i punti /', 0' (N' 55, 6). 

Se si trova fra /' ed ff, non vi sono punii uniti. 
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Si 

S« Cf coincide con 0, tì i no solo ponto unito, cli« k il ponto 0. 

i) Imaginiamo le due punteggiate descritte ciascuna da un ponto cbe corra 
sempre nello stesso senso (<). Se l'una è percorsa nel senso ABZ^ l'altra sari 
percorsa nel senso ASC, i quali due sensi o sono uguali o sono opposti. 

Sé sono opposti i sensi ABCAffC, saranno tali anche IJA,TTA'\ il 
segmento flotto JA e il segmenio infinito l'A hanno sensi opposti, cioè i se^ 
menti Giiiti JA,rA hanno lo slesso senso. In virtù della (1), anche JO, T€f 
hanno allora lo slesso senso; dunque non cade fra /' ed 0' iQg. 58*, si, 
epperb lì sono due ponti uniti. Siccome 0£ è media proporzionale fra 01*, 
00', cosi i punii uniti cadono fuori de] segmento Cnito •//'. 

Se i sensi ABC, ABC sono ugnali, sì arriva analogamente alla cnnseguCDu 
che JA e VA, e cosi JO e IO' hjnno sensi opposti. Allora vi saranno punti 
uniti, se non è fra /', 0'. cioè se è fra ed /' (Sg. 58% h). Siccome OE 
è media proporzionale fra OV, 00', cosi i punti uuiti cadono entro it aeg- 
menlo Jl. 

e) 3e vi sono due punti uniti E, F {fig. 59*), conducasi per £ una retta 
^d arbìtrio, e da due punti S, S' presi in essa si projettino rispettivamente le 
due punteggiale. 1 due fijsci sono prospellivi, a cagione de) rnpgio unito 
SES' ; peiciò i rai;gi currispondeiiii SA ed SA, SB ed S'B', ... SP ed ^J^ si 
segheranno in punti di una rella passinite per\f. 

Sia E" il punto in cui qucslu retta sega S.S'; allora saranno EFAÀ\ 
EFBB' le projciioni di Ek."SS' risp. dai centri A",S'; dunque i gruppi 
EFAA\EFBB sono prujeilivi; vale a dire il rapporto anarmonico dei 
gruppo furmato dai due punti uniti e da due punti corriapondenli qualun- 
que è costante. Dunque: 

Due forme projettive sovrapposte, dotale di due elemeali 
uniti, sono costituite dalle coppie d'elementi che eoa dae 
elemitnli fissi danno un rapporto aRarmonico coslenle (>). 

S) Se non vi sono punti uniti, cioè se si trova fra 0' ed /' (fig. 60*), si 
innalzi in una perpendicflsre OV alla retla data, di tale lunghezza che sia 
00 media proporzionale fra iO ed OO, cioè che l'angolo l'OO' si3 rello. Con- 
dotta inoltre per U la lOJ' paralisi» alla rella data, avremo l'angolo IDI' 
uguale all'angolo JVJ\ e l'angolo OVO' uguale ad OI'U epperù ad Wl'. 
Dunque ne' due fasci projpllivi , die da U pn<jHlano le due punteggiate 4ate. 
sono uguali gli angoli IVI', JUJ, OVO' ili Ire coppie di raggi corrispondonti ; 
la stessa grandezza e lo stesso senso avranno pertanto (N" 81) gli angoli .4[U', 
Bi/B', ...('). Concludiamo: 

Due punteggiate projettive sovrapposte sema pnnti uniti si 
possono sempre considerare come generate dalle intersetioni 

(') Cfr. Steweb, L c, p. 6t. , 

(*j La cosirozione ebe precede risolve il problema: dite due coppie di paoli corri- 
tpondenii AA', BE' e un pnuto aoilo £, trovare l'allro puah* nullo, 
{■j Cbablei, (. e, p. K\1. 
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della retta data eoi lati di un anfolo di grandeiza coslanle, il 
quale ruoti intorno al suo fertice Tisso. 

84. Si è Teduto (N' 66 1 come si risolva in genorale il problema : dale tre 
coppie di.eleiDenti corrispondenti di due forme (di 1* specie) projeltin, 
coslruirn quiDle altre coppii! si vogliano, ossia costruire l'eleraenlo di una 
forma che corrisponda ad un elemento dato deH'alIra. Lo studioso potrà ora 
IraUarfl per esercizio i seguenti casi particolari : 

1' Le forme siano due punte^iale a, u' non sovrapposte; e le coppie 
d'elecoeuli dati siano 



•) 


P t F, 


Q ' «{' 


n,AtdA: 


>) 


P e P, 


A ed A, 


B e B-; 


4 


/ «1 1; 


I e ]\ 


P e F; 


i) 


I ed 1', 


J e i; 


^ed^'; 


«) 


l ed /', 


P e F, 


e ff; 





/ ed r, 


P >. P, 


A ei A; 


9) 


l ed /', 


A ed A, 


B » Si 



T Se le punteggiate sono sovrapposte, risolvere ■ problemi d) e g). 
3" Se le forme sono due fasci (di rsf^i) non concenlrìci, rìsuWen i pro- 
blemi correlativi ad a) e b). 

i' Uno de' fasci abbia il ccnlro aU'ìnSnilo, 

5* Entrambi i fusci nbbiaiio i reiilri all'inBnito. 

85. Si dimostri il seguente teorema : 

Se i irnverlici A, A', A" di un triangolo variabile scorrono sa tre retta 
fisse «,«', u" concorrenti in un punto, e se due lati A'A",A"A ruotano 
rispettivamente intorno a due punti llssì 0, 0*, anche il terzo lato AA' pas- 
serà per un punto fisso 0", situato nella retta 00'. 

Basterà mostrare cbe i ponti A, A', A" nel loro movimento descrivono Ire 
punteggiate, che a due a due sono prospettive. Ovvero, sì osserverà che a 
due posizioni del triangolo variabile si pui applicare il teorema delN'12. 

Stabilito questo teorema, si deduce tosto il seguente corollario: 

Se i vertici di un quadrangolo variabile AA'A"A"' scorrono su quattro 
rette fisse, concorrenti in un punto 0, mentre Ire lati AA', A'A",A"A"' 
girano attorno a tre punti fissi C',B"',B', anche il quarto ]ito A"'A e le 
diagonali AA", A'A'" passeranno per altri tre punii fissi C ", C", B", deter- 
minati dai primi. 1 Stii punti fissi sono i vertici di uu quadrilatero completo, 
vale a dire, essi sono a tre a Ire aUiimati su quattro rette (fig. 61*). 

E nello stesso modo si deduce il corollario analogo, relaiìfo ad un po- 
lìgono dì » vertici. 

(') Pt 1^, Q' </> li i'i A y haai» 1 wfDiflcati etpmd al N* $<•■ J, A ... khw paatl 
dui b4 arbitrio. 
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9. Tboreba. — Se ad un triangolo UfUiUs è circoseriUo un altro Iri- 

lo OfO^Of, esistono infiniti triangoli chf. sono inscritti nel primo e cir- 

ritti al secando (Og. 62"). 

Tatti, se projetto la punteggiata U^U^... da O3 e da O3, aw6 i f^sci 

pettini 

oiimenle, se da O4 e da Og projetto la punleggiata 0^1^; ... , avrò i fasci 
pettivi 

0UUt.V3.Us,...),0ziVuU2.Ds,...). 
[inque sono proiettivi i fasci 

0|(U„[?a. Us, ...), Oa(I/,,(/j,.(;5,...); 

i raggi OfVg, O^Vs coincidono, vaie a dire, questi due fasci sono pro- 
tifi, e la loro comune sezione è l'it'j* Abbiamo dunque i tre fasci. 
O2, O5 che presi a due a due sono prospettivi ud hanno per seiionì 
uni 

il primo ed il secondo la retta VfìJ^, 

il secondo ed il terao la retta 1/2^! > 

il terzo ed il primo la retta V^Vi . 
ìb significa che ogni terna di raggi corrispondenti formeri un triangolo 
oscrillo ad OJO2O3 ed inscritto in DiV^V^ {*)■ 
77. Teorema. — Una retta mobile intorno ad un punto fìsso I/sega due 
e fisse u, u' ne' punti A, A'; supposti inoltre dati due punti S, S' in linea 
a col punto ««', il punto M comune alle SA, S'A' descrive una retta (S). 
i dimostra osservando che i punti A, A' generano due punteggiate prò- 
Itive ; e che per conseguenza sono prospettivi anche i fasui^generatì dai raggi 
)ili 5-4,5'-!' (Ni 35 e 62). 
i enunci e si dimostri il teorema correlativo. 

tS. Teorema. — D, S, S' sono tre punti dati in linea retta ; intorno ad 
ta una trasversale che incontra due rette fisse u, u' in due punti -4, A'; il 
ito M comune alle SA, S'A' genera una retta passante pel punto uu' (>). 
limoslrazione analoga a quella del teorema precedente, 
luesto teorema si può enunciare anche cosi: 

;e i tre lati di un triangolo variabile AA'M ruotano intorno a tre punti lìssi 
5, 5', situati in linea retta, mentre due vertici A, A' si muovono su due 
£ date u, tt', ancbe il terzo vertice M descriverà una linea retta (*). 

') STEntEH, /. c, p. 85. 

'] Pappo, /. e, lìb. VII, <38, 439, Ut, U3.— Cfr. Cbaslbs, (. e, p. 8Ì2. 

'), CflAEiES, L C, N" 33i. 

'} Porisma di Eocude. Cfr. Pappo, L c, prebzioDe «1 lib. VII. 
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Ih modo affatto simigiiante si dimostra l'eiiuDciato piA generale: 

Se un poligono di ti lati si deTorma in modo che tull'ì suoi 
lati passino per altrettanti punti fissi, situati in linea retta , 
mentre n— 1 Tortici ecorrano su rette fitse, anche l'ultimo 
vertice, e il punto di concorso di dae lati non conseentifi 
qualisiTogliano descriveranno lioee rette (*). 

La proposinooe correlativa è indicata ai N" 85. 

89. Problkha. — Per un punto P dato nel piano di nn parallelogrammo 
ÀBCD condurre, coll'uso della sola riga, la parallela ad una retta EF si- 
Inala nello stesso piano. 

Sìaao (fig. 63*) E,F i pnnti in coi la retta data incontra i lati AB, AD; 
preso ad arbitrio un punto K in AC, lirinsi le EK, FK, le quali seghino 
rispettivamente CD, BC in Q. H. 1 triangoli AEF, CGH sono omologici (N' 16), 
porche le congiongenti A£, EG, FH concorrono in K; a l'asse d'omolagia è 
la retta all'infinito, perchè i lati AE, AF del primo triangolo sono ordina- 
tamenta paralleli ai corrispondenti CG, CH del secondo. Dnnqoe sono paral- 
leli anche i lati rimanenti EF, GH (2). 

Ora il problema è ridotto ad un altro che k gii stato risoluto (N°69,», 
vate 8 dire : date due rette parallele EF, GH, condurre per un punto dato 
P la parallela alle date. 

Ecco un'altra soluzione, dovuta a LìhbutC). Sì prolunghino (flg. 64') i 
Iati AB, BC, CD, DA e una diagonale AC del dato parallelogrammo sino 
ad incontrare BIF ne' ponti E, F, G, H, I; tirisi ad arbitrio una retta per 
/, che s^bi le £P, GP in X', C; se è il punto di concorso drile UÀ', 
Àr, s«4 PQ la retta domandala. 

Infoiti: indicali con B,D' i punti ove EP,GP segano rispettivamente 
FQ, ^Q, > quadrilateri ÀBCD , A'B'CD' sono omologici, esseido EF l'asse 
d'onologia; il punto P corrisponde al concorso delle AB, CD; ed ponto Q 
ai concorso delle BC, AD. Dunque PQ kìa retta-limite della seconda figura, 
^perb PQ è paraNala ad £F (N« 16). 

a) Pbobi,eiu. — Dato un circolo fl il sno centro, tirare coU'uso deUa sola 
riga una perpendicolare ad una retta data. 

Coaducansì (Qg. 6&') nel circolo due diametri AC, BD; la figura ABCD 
sarà un rettangolo. Quindi, assunto ad arbitrio un punto K delia circonfe- 
reuze, si potrà, mediante la proposizione che precede, tirare i^L parallela alla 
retta data EF. Allora, cangi ungendo il secondo punto L, comune alla EL ed 
alla circoaferensa, col secondo termine M del diametro cbe passa par K, 
sari evidentemente /<^ perpendicolare a Kt, epperò anche alla retta data. 

b) PftOBLEHi, — Una retta AC l divisa per metà ìaB; si vuol dividere 
BC in n parti uguali, usando della sola riga. 

^) Pafisna «ii Pirro, I. e, prabuoge al UK VII. 

(^ PoiKELKT, Propriétét prytctivrt [Paris 4829), N° 498. 

(■) Ftm Ptripectiee (Zirieb I7TÌ), t S*, p. 469. 
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CostmiscaEi ffig. 66*) nn quadrilatero VLDN, del quale due U(i opposti 
DL, ^[7 concorrano io A, glinllrì due LV, DiVin C, e una diagonale DE/ passi 
per B ; l'itllra diagonale LJV sarà parallela ad AC (N" 51) e bisecata da DD 
inJtf (N"48). Costruiscasi ora un secondo quadrilatero VMEO, sotto la stesse 
condizioni del precedente, di pii), che siano M un estremo ed N il punto di 
mezzo della diagonaie parallela ad AC; in altre parole: condacansi le 
A.V, BN che si seghino in E, e la CE che seghi in il prolungamento di 
LN, sicché risuUera NO:=:MN^'=LM, Si costruisca ora un terso quadri- 
lateri^ analogo ai primi due, in modo però che siano JV an estremo ed 
il punto di mezzo della diagonale parallela ad AC. Se Pè i) secondo estremo 
di questa diagonale, avremo adunque OP=:NO=:zMNr=LM. Si continni 
Della slessa guisa sinché il numero de' segmenti uguali LM, MN. NO, OP, ... 
sìa uguale ad » ; se PO è l'ultimo segmento ottenuto, tirìnsi le LB, QC ch« 
concorrano in Z; le rette che congiangono Z ai punti M, N, 0, P, ... iijì- 
deranno fiC io n parli, come si voleva (*). 

Cosi pure si risolvono coll'uso' della sola riga i segasntì prohlemi: 

Date due reUe parallele AB ed u, dividere AB per meli (N" SI). 

Data una retta AB divisa per metà in C, condurre per on punto dato la 
parallela ad AB (N" 5t). 

Dato un cerchio ed il suo centro, dividere per metà un angolo dato (N° 53). 

Dati due angoli uguali ed adjacenli AOC, COB, condurre per la per- 
pendicolare ad OC (N" 52). 

80. Teorema. — Quando due triangoli ABC, A'FC, situati in piani diF- 
ferenti ir, e", sono prospettivi, se sì fa girare il piano dell'uno di essi intorno 
alla retta aa\ ìl punto 0, dove concorrono ì raggi AA', BB', CC\ mutando di 
posiiione, descrìve un cerchio il cui piano è perpendicolare alta retta c^ (3). 

Siano B, E, F {6g. 158') i punti della rella sa' ne' quali concorrano le 
coppie di lati corrispondenti BC e B'C, CA e C'A', ABeA'B'{ìf\'ì). PerO, 
centro dì projezione de' due triangoli ABC, A'B'C, considerali in una posi- 
iione determinata de' loro piani, si conducano le rettele, 5ff, SAT ordinata- 
mente parallele ai luti del triangolo ^'B'C; queste rette, trovandosi iu uno 
stesso piano n-, parallelo a «', incontreranno il piano a in Ire punti G, H, K 
della retta jta. 

Imaginiumo ora che il piano «' ruoti intorno alla retta aa', trascinando con 
sé il triangolo A'ffC. Il grHppo di qu.iltro punti DCDG è prospedivo al gnippo 
B'CDff, dove G' indica il punto Hirinrinito di D'C; perciò il rapporto aner- 
monico (BCflG) è uguale a (S'CDC), ossia (\'° 53, f) a FD: CD, quantità 
costante. Dunque, essendo B, C, U Ire punii fiiisi, anche G sarà un puuto de- 
terminato ed invariabile (X" 53, g). 



C) Questi ed altri problemi da risolverli colti soli ri|a si trovaao sellt citala «pera 
di Laitbeiit. 
(■) Cauus, L e., N< 36«, 369. 
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1 triaDEoO rimili OBG, B'BD diano poi 

OG:B'D~BG:BD, 
londfl 

B-O.BG 



0G = - 



BD 



nie a dire OG Ì una qnanlità costante. CìA significa che il ponto si moon 
(Opra una sfera di centro G, il cui raggio è la distante anzidetta. 

Kello stesso modo si dimostra che il punto si muoie sopra due altra sfera, 
i cui centri sono i punii H, K. 

La linea descritta <Iul punto 0, doiendo trovarsi simullanea mente sopra piA 
■fere, 6 eduriqne nna circonferenia, il cui piano sari perpendicolare alla retta 
contenente i centri delldsrere, ed il cui centro sarà situato in questa mede- 
sina rella (*)• 

Qnesta relti GHK, comune ai piani t, a, epperd parallela alla os' (gìaccbé 
i piani K, 9' sono paralleli)^ la retta di fuga retta-limite della figura o, eitn- 
siderata come imagine prospettiva della figura a' (M" 11). 

91. TeonEVi. — Due fusci projctlivi, aventi lo stesso centro 0, posti in 
uno slesso piano- tf e privi di raggi uniti, si possono considerare come imagine 
prospettiva di due fusci diretlomenle uguali 0. 

T:iglinsì i due fasci con una trasversale >r ne risulteranno due punteggiale 
projettive j4fiC ..., ^'B'C'..., sovrapposte e priva dt punti uniti. Condncan 
pera un piano a' ad arbitrio; in esso si pn6 determinare un punto ['(N''83,d), 
dal quale i segmenti AA', DB', CC, ... si prii[ettino tutti sotto angolo co- 
stante; vale e dire, projeilando le due punteggiale da U, si otterranno due 
ftsci direttamente uguali. Se ora «i ponga l'uccbìo in nn punto qualsivoglia 
della retta OU e ià esso si prnjettino sul piano r* i fasci dati, si otterranno 
appunto i fasci oguali anzidetti. 

9 12. InTolazIone. 

93. Sia il centro di dae fasci projettiri concentrici (fig. 67*), 
j gaali Biano rìspettlTameiite segati dalle trasversali u, «', sicché 
ne risultino le punteggiate projettire ABC...., A'B'C ....; e sia 
$Qì u' la retta sulla cjuale si segano le coppie di rette AB' ed 
A'S,... (N° 67, a sinistra). Un raggio (lion nnito) condotto ad 
arbitrio per segherà u, «' in due punti non corrispondenti A^ B' ; 
e incontrerà «' in un punto della retta A'S. Donde segue che al 
ng^a OA del primo &seio corrisponde il raggio OA' dell'altro; 

C) BuTUS, Stereom., p. 31. (■) Cbiilbs, I. e, N* 180. 
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e al raggio OB di questo il raggio OB di qnello; cioè ad uno 
stesso raggio OA od OB, eeeondo che si comiderì come appar- 
tenente all'nno o all'altro fascio, corrispondono dae raggi ÒA^ 
OB, che sono distinti fra loro: Matti la retta A'B, doTendo in- 
contrare AB sulla «', non può passare pel punto 0, che si sup- 
pone non situato in u". 

Dnnqae, in generale, in dae forme (i) projettire (dì 
l' specie) sovrapposte, ad uno stesso elemento corrispon- 
dono dne elementi distinti, seeondo che qnello sì ri- 
guardi come elemento dell'una o dell'altra forma. 

Diciamo, in generale, perchè la dimostrazione che precede 
snppone che sia fuori di u". 

93. Ala se è in u' (fig. 68*), condotto per un raggio ar- 
bitrario che seghi », u' in A,B, anche la retta AB passa per 
0; cioè al raggio OA od OB corrisponderà nno stesso raggio OA 
od OB; il che esprimeremo col dire che i due rag^ sì corri- 
spondono in doppio modo, o anche che ì dne raggi sono 
conjugati. 

Viceversa , si supponga che i dae fasci projettivi concentrici ab- 
biano una coppia dì raggi che sì cornspondano fra loro in doppio 
modo. Segando ì due fasci con dae trasversali u, »', diciamo A, B 
ì punti in cui queste incontrano il primo raggio; il secondo n^;gio 
sarà incontrato in B, A. Ia retta u", luogo dei punti ove si segano 
le coppie di congiungenti ìdN, MN (N" 67), relative aDe pun- 
teggiate projettive u,u', passerà per 0, perchè in questo punto si 
incrociano le AB, AB. Conducendo allora per un raggio arbi- 
trario che seghi le trasversali per esempio in C, B, la retta GB 
passerà anch'essa per 0; cioè anche i raggi OCB, OBC si corri- 
sponderanno in doppio modo. Dunque: 

Se due forme projettive (dì 1* specie) sovrapposte 
hanno Qua coppia di elementi che sì corrispondono in 
doppio modo, anche in tutte le altre coppie d'elementi 
corrispondenti, questi jsi corrisponderanno in doppio 
modo. 

DiciiBO dna forme, perebè il dticono fatto qn^ per dae fisci di nggl H eeatre 
si può ripetere del tutta analogaiDente per dao panteggiitc iovrt|^iaUe, o per 4« 
hicì di piiDi iventi lo slesso asse, il clie si arrivi incbe tagliando i dae fisci di rini 
o» UH truversale, onero prqjetludoli da no centro preso fturi del loto piuta^ 
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'M. Questo caso partieolare di dne forme projettìTe (dì l' specie) 
8ovn|^>oste si denomina involnzione 0): involuzione di ponti e 
di T&ggi di piani , secondoehè gli elementi sono ì punti di una 
retta, i raggi di mi fascio, o i piani di nn fascio. 

NeirinTolnsione, adnnqne, gli elementi sono conjogati 
a due a due; cioè ogni elemento ha il suo conjngato; si consi- 
deri il primo come appartenente all'una o all'altra forma, il cor- 
rispondente è in entrambi i casi il conjngato. Da cid segoe che la 
considerazione delle due forme riesce superflua, e che l'iuTolu- 
ziose può essere concepita come una serie di coppie di 
elementi conjugati a due a due. 

Se si dirà che AA' . BR . CC .... è un'iuToluzione, s'intenderà 
di esi^imere che Abi A', Be B', Ce C',... sono elementi eoiga- 
gati; del resto t^;ni elemento potrà essere scambiato col suo coniu- 
gato, così che saranno projettive le forme 

AA'BB-CC... 
AABBCG .... 

95. Siccome l'iuToluzione non è che un caso particolare di due 
forme projettire sovrapposte, così qualunque sezione o proje- 
zione di un'involuzione produrrà di nuovo un'involu- 
sìone (^. Da due elementi conjagati dell'involuzione data nascono 
due élemrati coqjngati della nuova. 

96. Quando le due punteggiate proiettive sovrapposte sono in 
involuzione, come ad un punto qualunque, così anche al punto al- 
rinfinìto ( j J") corrisponde un punto unico (/' q J); ossia i 
punti T e J coincìdono in un punto solo, che diremo 0: punto 
che è il coniugato di quello che è aU'infinito. L'equazione (1) del 
N* 83 diviene allora 

OA . OA' = cost.* 

Cioè un'involuzione di pnntì è costituita dalle coppie dì punti 
^, ^' pei quali ha luogo la proprietà che il prodotto delle loro 
dìatsBze da un punto fisso O (della retta data) sia una costante (^. 
B ponto fisso dicesì eentro o punto centrale dell'involuzione. 

CJ Desaroues, Broìùllon project <fu)U aitante aux evénenuntt deerenamlrei 
d'un coni acec un pian (Paris 1639): edfiione Poodu (Paris 1864), t. I, p. 419. 
C( DiUMOu, 1. e., p. 447. (^ I>ESUunils, I. O., p. 442, 449. 
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a) Qlì elementi uniti di dae forme projettire sovrapposte, se queste 
formano on'involnzione, dìconsi elencanti doppi dell'inToluzione. 
Per l'inTolnzione AA' . BE' ... avendosi OA . OA' = OB.OB = ... 
= ad ana costante, se questa costante è positiva, cioè Be Onon 
cade fra dae ponti conjugati, vi saranno dne ponti doppi E, F, 
tali elle 

0S= W^ OA . OA = OB . OB' = ... 

cioè è il ponto di mezzo del segmento EF; e i gruppi EFAJ.\ 
EFBB,... SODO tutti armonici. Dunqne: 

Se nn'iuvoiazione ha due elementi doppi, qnesti se- 
parano armonicamente dae elementi conjagati qaalisi- 
vogliano, ossia l'involuzione è costituita dalle coppie di 
elementi che formano con dae elementi fissi nn 
gruppo armonico. 

&) Se. la costante è negativa, cioè se cade fra dae punti coigo- 
gati, non vi sono ponti doppi. la questo caso vi sono due punti 
conjugati EE' equidistanti da 0, pei quali cioè si ha OJB= — OA" 
ed OE=OE''= — OE.OE' = ~-OA.OA'. 

e) Se la costante è zero, il solo ponto ò doppio ; ma allora non 
vi è involuzione propriamente detta, perchè, dovendo essere nullo 
il prodotto OA . OA', ogni coppia di punti coigugati ha an punto 
coincidente con 0. 

97* Che nell'involuzióne dotata di due elementi doppi, questi 
siano separati armonicamente mediante dae elementi coQJugati qua- 
lunque, si pa6 dimostrare anche cosi. Sa E, F sono ì due elementi 
doppi, ed ^,^' due elementi conjugati, il gruppo EFAA' sarà 
projettivo al gruppo EFAA, epperè (N" 65) questo o quel grappo 
è armonico. 

Ovvero anche cosi. Consideriamo EAA ... , EAA ... come due 
punteggiate projettive, e projettiamole rispettivamente da due ponti 
S, 8 in linea retta con E (fig. 69»). I fasci projettanti S(EAA' ,..), 
S (EA'A .;.) sono prospettivi a cagione del raggio unito SSE', 
dunque la retta che unisce il punto comune alle SA , SA, col 
pnnto comune alle SA, S'A conterrà le intersezioni di tutte le 
coppie di raggi corrispondenti, opperò incontrerà la retta data nel 
secondo punto doppio F. ila, aJlora la figura ci dà un quadrilatero 
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completo, nel qaale AA è ana diagonale Beg;ata dalle altre due 
diagonali in £, F\ danqae JSFAA è una forma annonica (N* 48). 

Il teorema attnale è un caso particolare dì quello del K° 83, e). 
Donde caviamo che le coppie d'elementi (punti d'una retta, raggi 
piani d'un fascio) formanti con due elementi fissi un rapporto 
anannonìco costante costituiscono dae forme projettii^ sovrapposte, 
Is quali sono in ioToInzioiie, nel caso che il rapporto anarmonico 
abbia il Talore — 1 (N" 54). 

98. L*inToluzione ò determinata da due coppie di elementi coQJu- 
gati. Infatti , se sono date le coppie AA^ BR, assunto nn ele- 
mento arbitrario C, si costruirà il suo coniugato C facendo eA 
(N* 66) che riescano projettivi ì gruppi AA'BC, AA'B'C Allora 
si suol dire che i sei elementi AA' . BB . CC sono in invola- 
zióne (cioè essi formano tre coppie di nn'iuToluzione). 

Se l'involuzione è di punti, fuori della retta nella quale sono 
date le due coppie AA, BB (fìg. 70', 71") assumasi nn punto 
arbitrario G , e descrivansi ì cìrcoli GAA, OBB', che si seghe- 
ranno in un secondo punto H; e sia il punto ove la retta data 
è incontrata dalla GH. Allora, per una nota proprietà del cerchio, 
sarà OG . 0H= OA . 0A\ ed OG . 03= OB . OB, epperò 

OA.OA = OB.OB, 

dnnque è il punto centrale dell' involuzione determinata dalle 
coppie AA, BB. Descrivasi ora nn cìrcolo qualunque per OS, il 
quale incontri la retta data in CC; avremo OG. OH=OC.OC', 
epperò OC . OC'=OA .OA'=OB . OB, cioè CC sarà una 
coppia di punti conjngati dell'involuzione. £ in altre parole: il 
circolo descritto per due punti conjugatì CC o DB', ... e per uno 
de' punti G, H, passa sempre anche per l'altro di questi. 

Dunque, le coppie di punti conjugatì dell'involuzione 
non saranno altro che le intersezioni della retta data 
coi cerchi passanti pei punti GU. 

a) IK qui si vede che, se l'involuzione ha punti doppi, questi 
saranno i punti di contatto delta retta data con due cerchi pas- 
santi per GB. Abbiamo già veduto che essi punti separano armo- 
nicamente si AA che BB' (N' 96, a), dunque (N" 55, d\ l'ìnvolu- 
ztooe avrà punti doppi se l'una delle due coppie AA, BB' h tutta 
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Si 

iutftma tatto ettwn» all'altni (fi;. 70*), hoil lì avrà m l'nnt 
coppia è separata mediante l'altra (fig; 71'). 

Nel primo caso risToIazione è (come ^à sì d osservato) costi- 
tuita dalle infinite eoppia di panti che separano armonicamente una 
coppia di punti fissi. 

b) Nel secondo caso ÌQTece l'inTolMÌone è segnata sulla retta 
data dai lati di on angolo retto mobile intorno al suo rertìoe. &i- 
fattì, siccome ì punti Aà' sono separati mediante BB'^ se si de- 
scrÌTOuo (fi;. 72*) ì cerchi sui diametri AA', BB', essi si seghe- 
ranno in due punti G, E situati simmetricamente rispetto alla 
retta data: cioè la retta GBf è perpendicolare alla retta data e 
da essa divisa per metà in 0, punto centrale delI'inTolnzioM. Da 
cid segne che 

W^OÉ^ AO.0A' = BO. OS, 

e che tutti gli altri cerchi passanti per QS, i quali segnano sulla 
retta data le altre coppie CC, DD',... dell'inToluzione, avranno 
pur essi i loro centri sulla retta AB ... , cioè avranno per diametri 
i segmenti CC\ DB',.... Dunque se i segmenti AA, BB', CC',... 
si projettano dal punto O (o dal punto B), si avranno altrettanti an- 
goli retti AGA, BGB', CGC, ... (oppure ARA, BHB', CEC',...). 
Concludiamo: Se un'involuzione di punti AA . BB' ... in linea 
retta non ha punti doppi, noè se il rettangolo OA . OA è usa 
costante negativa — k^, ì segmenti A^l', ££',... sono tutti veduti 
sotto angoli retti da ogni punto del cìrcolo dì centro 0, il cui 
raggio è A, e il cui piano è perpendicolare alla retta data. 

Questo teorema è un caso particolare di quello del N* 83, d). Dunque, se 
Dn angolo di grandezza cosLante ruota nel suo piano intorno al suo vertice, 
1 suoi lati determinano sopra una trasversale fissa due punteggiate projet- 
live, le quali sono in ìnioluiione net caso che l'angolo sia retto. 

99. Consideriamo un' inToluzìone df raggi, i quali siano paralleli, cioà 
abbiano un punto comune a distanza inRnila. La retta all'inGnito è un raggio 
dell'involuzione; il ra^io nd essa coniugato contiene il punto centrale 
(N* %) dell'involuzione di punti che si ottiene facendo una sezione con una 
trasveriale arhitraria. Perciò il raggio suddetto si può denominare raggio 
centrale dell'involuzione proposta. Viceversa, se si projelta u D'involuzione 
di punU per meno di raggi paralleli, questi costituiranno una nuova involu- 
àoae, H cui raggio centrale passerà pel puDto cenUnle dell'iavoliuione data. 
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Allorcliè da uulovoluzione se ne cava un'altra mediante projeiioni o se- 
zìodì (N" 95), dagli elementi doppi della prima nascano gli elemenli doppi 
delia seconda, 

100. Siccome nell'involuzione un gruppo qualunque di elemenli è projet- 
liTO al gruppo degli elementi coniugati, cosi quattro punti scelti ad arbitri» 
in on'inToluzione di punti avranno un rapporto anarmonico uguale a qaello 
dei loro coiijagati. Per esempio, data l'involuiione AA' . BB' . CC ... , sa- 
ranno projettivi i groppi ABA'C, A'B'AC, epperfr 



AA 
BA' 



A' A 
BA- 



A-C 
B'6" 



AB .BC .CA+ AB . BC .CA=0. 
Viceversa, se sussiste questa relazione Tra i segmenti determinali dai punti 
AA'BB'CC di una retta, questi saranno accoppiati io involuzione. Inrattì, la 
relazione anzidetta equivale all'uguaglianza de' rapporti anarmonicì {ABA'C), 
(A'BAC) ', questi gruppi sono dunque projettivi. Ma in essi, A ed A' si cor- 
rispoadeno in doppio modo; dunque (N° 93) ecc. 



101. Abbiasi un quadrangolo com- 
pleto QfìST (Hg. 73') i cui lati op- 
pose BT e QS, ST e QB, QT ed BS 
siano segati da una trasversale arbi- 
traria in A ed A',B e B', C e C; 
e sia P l'inlersezione di QS ed BT. 
Allora ATPfì è la projezione di 
ACAB dal centro Q, ed è anche la 
projezione di ABA'C dal centro S; 
dunque il gruppo ACA'B è projet- 
livo ad ABA'C. ossia (N" 56) A'CAB. 
I punti A ed A' sì corrispondono in 
doppio modo ne' gruppi projettivi 
ACA'B, A'CAB; dunque (M" 93) 
AA' . BB . ce sono tre coppie di 
punii coDJugati d' un' involuzione. 



Le Ire coppie di lati opposti 
di un quadrangolo completo 
sono segate da una trasversale 
arbitraria in tre coppie di 
punti conjugati in involu- 
zione (1). 



Abbiasi un quadrìlalero completo 
qret (6g- 74*), i cui vertici opposti 
He qs, tt e qr, qt ed rs siano prò* 
jel'.ati da un centro arbitrario, per 
mesto dei raggi a ed a, b eb',e e e' ; 
e sia p la congiungente di qi ed rt. 
Allora 1 fasci alpr, aca'b' sono pro- 
jettivi, perchè prospettivi (seiiooe co- 
mune q); e cosi pure sono prospet- 
tivi (sezione comune i) epperò pro- 
jettivi i l^sci alpr, o^'c'. Dunque il 
fascio aca'b' i projetlivo al fascio 
aba'e, vale a dire (N° 56) al fascio 
a'c'oi. I raggi a, a sì torrìspoodono 
in doppio modo ne' gruppi projettivi 
aca'6' , a'c'ab ; dunque no' . bb' . ce' 
sono tre coppie di raggi conjugati io 
involuzione. Ossia : 

Le Ire coppie di vertici op- 
posti di un quadrilatero com- 
pleto sono projettate da un 
centro arbitrario per mezzo 
di tre coppie di raggi conju- 
gati in involuzione. 



(') ItesaaouEs, f. e., p. 171. 

S CauiOM, Ettm. di Getm. projttl. 
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in altre parole: 

Se UD quadrilalero completo 
sì deTorma in modo cbe cìd- 
que de' suoi Tertici sc|orrano 
su cinque rette fisse, concor- 
renti in un punto , anche il 
sesto vertice si manterrà so- 
pra un raggio uscente dallo 
stesso punto, ed i sei raggi 
saranno acDOppiati in inTolu- 
ziooe. 



66 

in altre parole: 
Se un quadrango'lo completo 

si deforma in modo che cin- 
que de'suoi lati passino per 
altrettanti punii fissi, dati in 
linea retta, il sesto lato ruo- 
terà auch'esso intorno ad un 
punto fisso della medesima 
retta, il quale con quei ciu' 
que costituisce un'involuzione 
di sei punti. 

a) li teorema che precede (a sinistra), combinato con quello del N" 100, 
d4(*): 

So una trasversale incontra in A eà A\ B e R, C ^ G lo tre coppie di 
laU opposti di un quadrangolo completo, fra i segmenti della trasversale avrà 
luogo la relazione 

AB ,BC . CA'-\-AB . SC . CA — Q. 

6) Nel teorema, a destra , denotiamo con t/ ed (/■, V e V, W e W i 
vertici opposti ri e qs, si e qr, qt e rt del quadrilalero qrtt, e con ÀA' . BS . CC 
i punti in cui ì raggi oa' . W . ce' sono segali da una trasversale arbitraria. 
In virtù del N° 95, potremo allora enunciare la proposizione che segue : 

1 sei punti A4'. Be'. ce che si ottengono proiettando da 
un centro arbitrario e sopra una retta arbitraria le tre coppie 
17(7', VV, WW di vertici opposti di un quadrilatero completo 
sono accoppiati in involuzione. 

e) Suppongasi ora che il centro di proiezione G sia uno de' due punti 
comuni ai due cerchi aventi per diametri le diagonali UV, VV; gli angoli 
AGA\ BGS risultano retti, epperò (N" 98, 6) sarà retlo anche l'angolo CGC; 
vale a dire, il cerchio descrìtto sul diamelm WW" passerà per G. Dunque: 

1 tre cerchi aventi rìsp. per diametri le tre diagonali di un quadrilatero 
completo passano per gli slessi due punti. 

^ I tre cerchi hanno i loro centri in linea retta; dunque: 

1 punti di mezzo delle tre diagonali di un quadrilatero completo sono in 
linea retta (^. 



102. Dal teorema (a sinistra) del 
N" 101 si cava la costruzione del 
sesto punto C, quando sono dati gli 
altri cinque. Condotta ad arbitrìo una 
retta per C e presi in essa due punti 



(•) Pip», I. e, lib. VII, 130. 



OC 



Dal teorema (a destra) del N' 101 
si cava la costruzione del sesto raggio 
e', quando sono dati gli altri cinque. 
Preso ad arbitrio un punto in e o 
condotte da esso due rette q, t, con- 

usua, I. e, H> 3if e 3tf. 
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y, T, lirinsi le AT, BT, A'Q, BQ: 
la retta cbe cuiigiunge il punto R 
comune alle AT, BQ col punto S co- 
muoe alle A'Q, BT incontrerà la retta 
data nel punto cercato C. 



«7 

^iugansi il panto la col punto qV, ed 
il punto Ib col punto ^a' ; le con- 
gìungentì r, s concorrono in un plinto 
clie unito al centro del fascio dato 
darà il ra^io cercalo e'. 



a) Nel problema a sinistra, so il punto C è airinTinito, il suo conjugato sarà 
il punto centrale dell'involuzione. Per troraro adunque il punto centrale 
dell'involuzione, della quale siano ilate dutì coppie AA\ BB di punti coniu- 
gati, si costruirà (lìg. 15") il quadrangolo completo in modo che duo lati 
opposti passino per A, A', altri due lati opposti per B, B, e il quinto lato 
sia parallelo alla retta data; il sesto lato passerà per 0. 

b) Il sesto punto C che con altri cinque AA'BBC costituisce im'involu- 
zioue di sei punti è da questi determinato in modo unico: cioè ii è un solo 
'punto C che possegga tale proprietà (crr. N" 98). Infatti, esso punto può ri- 
guardarsi come determinato dall'uguaglianza di rapporti anarmonici {AA'BC) 
= (A'AB:C), dunque (N° 53, j) ecc. 

1<^ n teorema del K" 101, a BÌoìstra, ai può iavertire dicendo : 

Se una trasversale sega 1 lati di an triangolo B8Q 
(fig. 73') in tre punti A!, B, C, i quali siano risp. accop- 
piati in involuzione con tre altri punti A, B, G della 
medesima trasversale, le rette ii.i,i$.B,QC concorreranno 
in uno stesso punto T. 

Infatti, sia T il punto comune alle MA, 8B, e C, il punto in 
eni la trasversale incontra 7^. In virtii del teorema anzidetto, ap- 
plicato al quadrangolo QRST, avremo {AA'BCj) = {A'AB'C'); 
ma è per ipotesi iAA'BC) = iA'AB'C), dunque (N« 53,^) 0, 
coincide con C, ossia QC passa per T. 

Ecco il teorema correlativo: 

Se da un punto S si projettano ì vertici di un trian- 
golo rsq (fig. 74») mediante tra raggi a',b',(f, i quali siano 
risp. accoppiati in involuzione con tre altri raggi a,b,c, 
uscenti da S, 1 punti ra,^,qc saranno in una stessa 
retta t. 

104, Siano M', 8', Q* i punti ne' quali le SQ, QB, B8 sono 
risp. incontrate dalle JRT, ST, QT (veggasi la fig. 73*, dove però 
i punti B!, Sf Q non sono segnati). Ne' lati del triangolo BSQ 
avremo allora i gruppi di quattro punti 

8QEA, QM'B', BSQ'C 
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le cui projezioni da T sulla trasversale sono 

BCAA\ CABB', ABGC. 

Se formiamo il prodotto de' rapporti anarmouici di questi oltìmi 
gruppi risulta 

\CA ' CAÌ\AB ■ ABÌXBC ' BC'j ' 
ossia 

BA . GB' . AC 



CA'.Aff.BC" 



quantità elie è ugnale a — 1, in virtù del N" 100. Dunque: 

Se ì lati di un triangolo sono segati da una trasver- 
sale arbitraria, e se 1 vertici si projettano da un punto 
arbitrario sui lati risp. opposti, il prodotto de' rapporti 
anarmonici de' gruppi dì quattro punti che si ottengono 
sul tre lati è l'unità negativa. 

Ticeversa, nei lati di un triangolo BSQ sìan prese tre coppie 
di punti M'A', S'B\ Q'C in modo che il prodotto de' rapporti anar- 
moflici {SQM'A'), (QRS'B'), (BSQ'C) sia —1; se le rette 
MB', SS', QQ' concorrono in un punto, i punti AB'G' saranno 
in linea retta; e reciprocamente, se A'B'C sono tre punti in lìnea 
retta, le BB', SS', QQ' hanno un punto comune. 

a) Suppongasi la trasversale portata a distanza infinita; i rap- 
porti anarmonici {SQB'A'), {QRS'B'), {RSQ'C) divengono ri- 
spettivamente uguali (N» 63 , e) ad SB' : QB^, QS' : BS', BQ' : SQ' ; 
dunque ('): 

Se tre rette uscenti da uno stesso punto T e passanti 
risp. pei vertici di un triangolo BSQ incontrano ì lati 
opposti in B', S', Q', fra i segmenti dei lati si ha la 
relazione: 

8R' QS BQ'_ , . 
QB' 'BS'SQ' 

e viceversa, se nei lati dì un triangolo BSQ si prendono 
i punti i?, S, Q' in modo che sussista la predetta rela- 

(') Teorema di Ceta : De Uneii reetit « invicem seeantibus slatica coHsIructio 
" " lì <678), I, 8.--Ctf. BiLTXBB, Trìgo».. p. 13). 



ib.Googlc 



»9 

zìone, le con giungenti Hit', SS', QQ' concorreranno in un 
punto T. 

h) Ritenuta la trasversale essere del tatto arbitraria , assnmansi 
le ST, QTnsi^. parallele alle QB, RS; allora i ponti 8', Q Tanno 
all'infìnìto, ed M' risalta il punto di mezzo di SQ (come pnnto 
cornane alle diagonali QS, BT del parallelogrammo QkST). Perciò 
i rapporti anarmonici {SQR'A'), (QRSB), (RSQ'C) saranno 
risp. uguali a—(QA': SA), Bff : QB\ SC : BC ; danqoe (}) : 

Se nna trasversale sega ì Iati di nn triangolo BSQ in 
A', S', C\ fra i segmenti dei lati sassiste la relazione: 

QA BB ^_, 
SA'QBBC ' 

e TÌceversa, se nei lati di un triangolo BSQ si prendono 
tre punti A, S', C in modo che sussista la predetta 
relazione, questi tre punti saranno in linea retta. 

105. Noi abbiamo veduto cbe, dale due ponleggiale projellivs (ABC...), 
(A'B'C ...) situate in udo stesso piano, se dal punlo comuDe a due rette 
analoghe alle AB" e A'B, AC e A'C,..., BCeffC,..., si projelUno en- 
trambe le punteggiate date, i raggi projeltanli furinano un')n?uIuzione. 1 teo- 
remi correlativi sono i seguenti: 

Dati due Tasci projetlifi di raggi {ohe ...),{a'b'c...), posti in uno stesso 
piano ma non concentrici, se si segano colla retta congiungente due ponti 
analoghi ad ab' e ab, at' e a'c, ... he eVc ..., si ottengono coppie di punti 
in inioluiione. 

Dati due fasci projettivi di piani (<i£y ...), {a.'By' ...), i cui assi siano 
concorrenti, se si Ta una sezione col piano trasversala delenninato da due 
rette analoghe alle a£' e a'B, aey' e a,'y,..., By' e B'y,..,, si ollengono 
coppie di raggi in ìnvoluiione. 

Dati due Tasci projettivi di raggi (afte ...), (a'b'e' ,,,), aventi to stesso centro 
ma non situali in uno stesso piano, se si projettano da nn punto comune 
a due piani come ab' e a'b, ac" e a'e,..., be' e b'e, ... , i piani projettanti 
cosliluiscoDO un'involuzione. 

106. Casi particolari. — a) Quante si vogliano coppie di punti di una 
retta, equidistanti da un punto Osso della medesima, costituiscono una in- 
Tolu£Ìone, perchè ogni coppia è separata armonicamente mediante il punto 
fisso e il puntQ all'infinilo. 

Viceversa, se il punto all'infìnìto è uno degli elementi doppi di nn'invo- 

(') Teorema di Meneuo: Spharica III, 1. — Cfr. Haltied, Trigon., p. tU. 
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luzione dì punti, ogni coppia di elementi conjugati ha il sdo punto di mezzo 
nell'altro punto doppìu. Se in un'ìuvoiuzione, due coppie AA', BB di panli 
conjugali hanno lo slesso punto di mezzo, questo sarà anche il punto di 
mezzo di qualunque altra coppia OC'. 

b) Quanti si vogliano angoli rettilinei aventi lo stesso vertice e situali in 
uno slesso piano, ed inoltre divisi tutti per metà da una stessa retta Gss», 
costituiscono un'involuzione, perchè i lati di ciascun angolo sono divisi ar- 
monicamente dalla bisettrice comune e dal raggio a questa perpendicolare. 

Viceversa, se gli elementi doppi di un'involuzione di raggi sono due rette 
perpendicolari Tra loro, due raggi conjugati di ciascuna coppia fanno angoli 
uguali con ciascuno de' raggi doppi. Se in un'involuzione, gli angoli di due 
coppie aa, hb' di raggi conjugali hanno le bisseltrìoi comuni, queste saranno 
anche le bissettrici degli angoli di qualunque altra coppia ce'. 

e) Quanti si vogliano angoli diedri , aventi lo stesso spigolo e tutti divisi 
per mezzo da un piano fisso, costituiscono un'involuzione, perchè le facce 
di ciascun diedro sono separate armonicamente mediante un piano fisso ed 
il piano perpendicolare a questo e passante per lo spigolo comune. 

Viceversa, se gli elomenti doppi di un'involuzione di piani sono piani Tra 
loro perpendicolari, i piani conjugati di ciascuna coppia fanno angoli uguali 
con ciascuno de' piani doppi, ecc. 

8 13. Forme projettlre nel cerchio. 

107. Siano dati in uq piano dno fasci (direttamente) agaali di 
raggi aicd...,a'b'c'd' ..., i cui centri siano i punti 0, 0' (fig. 76'); 
siccome l'angolo di due raggi corrispondenti aa',hb',ccf,... è co- 
stante (N" 80), cosi il luogo geometrico del punto comune a due 
raggi corrispondenti sarà un cerchio (') passante pei punti 0, 0", 
La tangente al cerchio in fa coUa corda (yo un angolo che è 
uguale a ciascuno degli angoli OAff, OBO', OCff, ... ; ma lo stesso 
angolo dee ^e col raggio O'O del secondo fìiscio il corrispondente 
ra^d del primo ; dunque la tangente in è appunto quel raggio g 
del primo fascio il cui corrispondente ^ del secondo è la (XO. 

Se concepiamo la circonferenza come percorsa dal punto mobile 
A, i raggi mobili AO, ACy, ossia a, a', genereranno i due fasci; 
quando A sia TÌcinissimo ad 0, il raggio Aff differirà assai poco 
in posizione da 0(7 ossìa da ^, e il raggio AO differirà assai poco 
da q, cioè dalla tangente in 0. Ciò concorda colla definizione della 

(') Uaitzer, PUuùm., p. 46. 
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tangente in 0: la retta che cong^onge al ponto infinitamwte 
prossimo della circonferenza. 

Slmilmente, al raggio OÙ ossia p del primo fascio corrisponderi 
nel secondo il raggio p' che tocca il cerchio in O. 

108. Ticerersa, se quantisivogliano pantl A, B, G, D, ... di nn 
cerchio BÌano projattati da dae punti 0, ù del cwchio medesimo, 
i raggi projettanti 0{A. B .G . D...), O (A.B.G.B...) co- 
stituiscono due fasci che sono (direttamente) ugnali , a cagione degli 
angoli ngnaU AOB=AaS, AOG^AOG,..., BOG^^B&G,.,., 
epperò projettivi (N" 78). In altre parole: se restano fissi i ponti 
A,B, G, ... , mentre il centro del fascio si mnove sulla circonfe- 
renza, il fascio si conserra sempre ugnale epperò projettivo a sé 



Il raggio che projetta da lo stesso punto 0, o più precisa- 
mente il punto del circolo infinitamente vicino ad 0, è la tan- 
gente in 0. Da ciò segue che ne' fasci projettiTi OiA,B. C....), 
O (A . B . G....) il raggio del primo fascio che corrisponde al 
raggio (yo del secondo è la tangente in 0. 

109. Siccome in due forme projettiTe a quattro elementi armo- 
nici corrispondono sempre quattro elementi armonici (N" 58)^ cosi 
se ì quattro raggi 0{A. S . G .If) sono armonici, sari pure ar- 
monico il gruppo O {A . B .G . B), comunque sia situato il punto 
O* sul circolo. Facendo coincidere O* col punto infinitamente pros- 
simo ad ^, ne s^ue essere armonico il gruppo costituito dalla 
tangente in ^ e dalle corde AB, AG, AD. SimUmente, sarà ar- 
monico il fascio composto della corda AB, della tangente in S e 
delle corde BG, BB; ecc. 

In questo caso, si dirà che i quattro punti ABGD del cerchio 
sono armonici (i). 

UO. Se PQ, FQ sono due tangenti fisse d'un cerchio di centro 
M (fig. 77*), «i A-A una tangente variabile limitata fra le due 
tangenti fisse, l'angolo AM^ è eostante. Infatti, detti Q,P,T ì 
punti di contatto, si ha 

angolo AMA = AMT-\- TMA 

= i QMT-\- • TMP=^ i (ÌMF e). 

(') STEiNim, /. e, p. 157. (') ButTiB», PUfùm., m, « « <3. 
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Tarlando la retta AA fra le dae tangenti tisse, i raggi MA, MA 
generano adunqne due fasci projettivi (N" 82), epperft i pnnti A, A' 
descriTono due punteggiate projettive. Dunque; 

Le tangenti del cerclio segano due tangenti fisse in 
ponti costituenti due punteggiato projettive {'). 

Siccome l'angolo AMA è uguale a l,QMF , cioè a ciascuno 
degli angoli QMQ', PMF (dove P, Q' indicano uno stesso punto, 
secondo clie si riguarda situato nella prima o nella seconda tangente 
fissa), così i pnnti Q % Q,P ^ P sono corrispondenti nelle due 
punteggiate proiettive ; vale a dire, i punti di contatto delle due 
tangenti fisse sono i corrispondenti del punto comune alle medesime. 

Se concepiamo il cerchio come percorsa (inviluppato) dalla tan- 
gente mobile, 1 punti A, A generano le due punteggiate projet- 
tive: quando la tangente mobile abbia una posizione prossima a 
quella di JPQ, il punto A sarà prossimo a Q', ed il punto A sar^ 
prossimo al punto corrispondente di <ì, cioè al punto dì contatto 
della PQ. Dunque: 

Il ponto di contatto d'una tangente è da considerarsi 
come intersezione di questa colla tangente infinitamente 
vicina. 

111. Il teorema che precede toma a dire che quattro tangenti 
0^ dì un cerchio sono segate da una quinta tangente in quattro 
punti ABCD, il cai rapporto anarmonieo è costante, qualunque 
sia questa quinta tangente. 

La quinta tangente puè anche essere infinitamente prossima ad 
una delle prime quattro, per esempio ad a; allora ^ è il punto 
di contatto di a, e B, C, D sono le intersezioni ab, oc, ad. 

Come caso particolare, se abcd segano PQ in quattro pnnti ar- 
monici, anche le intersezioni di a&c(2 con qualsivoglia altra tan- 
gente del cerchio formeranno un gruppo armonico. Sarà dunqnc 
armonico il gruppo costituito dal punto di contatto di a e dai punti 
d'intersezione a&, oc, (uf, ecc.In tal caso le quattro tangenti abcd 
diconsi armoniche (^. 

112. Siano (fig. 78') A, B, C, .... X punti del cerchio; ed a, 
i, e, .... X le talenti relative. Se i punti A, S\ C, ... , ove x è 
segata dalle a, h, e, ... si progettano dal centro del cerchio, i raggi 

(*) BiLTiEK, Trigon., pig. <5S. (*) SriirNEn, /. e, p. tS7. 
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projettanti sono rìspettlTamente perpeodicolsri alle corde XA, 
XB, XC, ... , opperò formano (N* 82) un fascio uguale al fasào 
X(A, B, C,...). Dunque 1» punteggiata A'B'C ... ò projettiTa al 
fascio X(ABG....), (i) ossia 

La punteggiata che più tangenti dato del cerchio de- 
terminano sopra una tangente arbitraria è projettiva al 
fascio de' raggi che projettano i loro punti di contatto 
da ttu punto arbitrario dei cerchio medesimo. 

Di qui segne come caso particolare che, se X(ABCD) è un 
gruppo armonico, tale è anche ABCB, cioè: 

Se quattro punti di un cerchio sono armonici, sono ar- 
moniche le relative tangenti, e viceTersa. 

9 14. Forme proiettive nelle coniche. 

113. S'imagìni di costruire una figura omologica (N' 18) a 
ciascuna di quelle che esprimono i teoremi dei W 108, HO, 112. 
Ai punti ed alle tangenti del cerchio corrisponderanno i punti e 
le tangenti d'una conica (N" 18, f). Dunque anche per una conica, 
una tangente è la retta che incontra la curva in due punti infini- 
tamente ricini ; e un punto della curva è l'intersezione di due tan- 
genti infinitamente vicine; a due fasci ugnali, opperò projettivi, 
corrisponderanno due fasci projettivi , e a due punteggiate projet- 
tive corrisponderanno ancora due punteggiate projettive; giacché 
due fasci due punteggiate che si corrispondano in due figure omo- 
logiche sono due formo prospettive. Dunque, dai detti teoremi si 
concluderà : 

a) Se quantisivogliano punti ABCD .... di una conica 
(fig. 79») si projettano da due punti fissi 0, O della me- 
desima, i raggi projettanti 0(^, B, C, JJ...), 0'(^,B,C,i)...) 
formano due fasci projettivi. ÀI raggio OO del primo 
fascio corrisponde la tangente in O , ed al raggio CO 
del secondo fascio corrisponde la tangente in 0. 

6) Quantesi vogliano tangenti o&crf.... di una conica 
(fig. 80*) segano due tangenti fisse q,(ì della medesima 
in punti formanti due punteggiate projettive. Al punto 

(') Baltiu, TV^on., pig. <S7. 
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(io' della prima punteggiata corrisponde il punto di eon- 
tatto di o'; ed al ponto o'o della seconda punteggiata 
corrisponde il punto dì contatto di o 0). 

e) La panteggiata che più tangenti d'una conica (fig. 81') 
determinano sopra una tangente fissa è projettiva al 
lascio che projetta i punti di contatto da un punto fisso 
della conica medesima. 

114. Dimostreremo ora le proprietà iuTerse de' teoremi a), b); 
ossia : 

a) Se due fasci dì raggi esistenti in uno stesso piano 
(non concentrici) sono projettìvi (non prospettivi), il 
luogo del punto comune a due raggi corrispondenti è 
una conica, passante pei centri de' due fasci, ed ìtì toc- 
cata da quei raggi de' due fasci che corrispondono alla 
retta conginngente i centri. 

Siano P, Q i eentri de" due fasci (fig. 82«); PA e QA, PS 
e QB, .... le coppie di raggi corrìspondenfi. Il luogo dei pnntì A, 
B, ... passa pel punto Q, perchè in Q si segano il raggio PQ del 
fìiiscio P ed il corrispondente raggio del fascio Q. Analogamente, 
P è un punto del luogo. 

Sia g il raggio del fascio Q che corrisponde al , raggio PQ del 
fascio P, e descrivasi un cerchio tangente aqinQ, il quale seghi 
le rette QA, QB,..., QP in A',B,..., P. I triangoli PAB e 
FAB', PAG e PAG,.., sono omologici; infatti le rette PF, 
AA^ BB', CO',... concorrono tutte in Q; dunque (N" 12, h) le 
coppie di lati PA e P'A', PB e PB', PG e PO', ... , AB e A'S, 
AC e AG, ... si segheranno in punti di una retta fissa s. Ne 
segue fN' 16) che il cerchio e il luogo de' punti ABC... PQ sono 
curve omologiche; Q è il centro ed s è l'asse d'omologia. Dunque 
(N' 18, f) il luogo cercato è una conica. 

Nelle due figure omologiche, il punto C e la retta q corrispon- 
dono a sé stessi (N" 18, h) ; dunque la tangente in Q alla conica 
è la stessa retta q. 

b) Se due rette punteggiate, situate in uno stesso piano 
(non sovrapposte) sono projettive (non prospettive), le 
rette congiungenti le coppie di punti corrispondenti in- 

(*) Steiner, l. e, p. 139. 
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Tìlnppano una conica; Tale a dire, Bono le tangenti di 
nna conica. Qnesta conica tocca le due rette date, nei 
pnnti che corrispondono alla loro comone intersezione. 

Siano 8, 8' (fìg. 83') le due rette pnnt^giate projettìve, A ed 
A', B e B", ... coppie di punti corrispondenti. La curva invilup- 
pata dalle congìungenti AA', BB' ...h& per tangente anche la 
retta 9, perchè questa conginnge il punto s's o Q' della seconda 
punteggiata al corrispondente punto Q della prima. Analogamente, 
s' è un'altra tangente. 

Descrìvasi un cerchio tangente ad s in Q, e ad esso tirinsi le 
tangenti AA', BB",... dai varì punti di s, le quali seghino in 
A', B", ... la tangente che parte da Q'. Così la AA' seghi le BB', 
ce, ... in H', K' ... , e la AA" seghi le BB% CC, ... in E', K', .... 
I triangoli A'BS' ed A' S'È", ACK' ed A'G'K',... sono omo- 
Jogici, perchè le coppie di lati A'B ed A'B", A' E' ed A' E", BE' 
e S'ir, .... si segano nei punti Q\ A, B, C, ... nella retta fissa s ; 
dunque (N" 13) le congiungenti dei vertici A'A', BS", C'C, ... 
H'H', K'K", ... concorreranno in un punto fisso 0. Segue da citi 
che la figura formata dalle rette AA', BB', CC, .... e la figura 
formata dalle AA", BB', CC, ... cioè dalle tangenti del cerchio 
sono omologiche (N" 16): s è l'asse ed è il centro d'omologia; 
dunque l'inviluppo cercato è una curva omologica ad un cerchio; 
vale a dire, essa è una conica (N* 18, /*). 

Tirelle due figure omologiche,, la retta s ed il punto Q corri- 
spondono a sé medesimi (Tt' 18, A); dunque il punto di contatto 
della conica con a è Q (i). 

e) I teoremi a), 6) del presente N* sono correlativi (N" 27), giac- 
ché la figura costituita à&i punti d'intersezione de' raggi corrispon- 
denti di due fasci projettivi ha per correlativa la figura formata 
dalle rette congiungentì i punti corrispondenti di due punteggiate 
precettive. Dunque, in due fignre correlative (secondo la 
legge di dualità ne! piano) ai pnnti di una conica corri- 
spondono le tangenti di un'altra conica. 

115. Avuto riguardo ai N' 58 e 61, i teoremi dei N* 113 e IH 
sì possono anche formulare come segue: 

a) li rapporto anarmonico dello quattro rette che da 

(*) CttASLBb, Traile dti ifctìons eoniquts (Paris 186&), N' R, '.>. 
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quattro ponti fissi di una conica vanno ad nn ponto 
variabile della medesima è costante. 

&) Il rapporto anarmonieo dei quattro punti in cai 
quattro tangenti fìsse di una conica sono segate da 
una tangente variabile della medesima è costante (}). 

Si tlenomìni rnpporlo anarmonieo iì'ì quallro pnniì iati ABCD 
di una conica il rapporto anarmonieo delle qunllro relle 0{A . B .C . D), 
dove sia un punto qualsivoglia della conica. Si denomini rapporto anar- 
monieo di (jnattro tangi^nlì dale abcd di una conica il rapporto anar- 
monieo de' quattro punti o (a . b . e . d), dove n sia una tangente qualsivoglia 
della conica. 

e) Il rapporto anarmonieo di qnattro tangenti di una 
conica è uguale al rapporto anarmonieo de' loro punti 
di contatto (*). 

a") Il luogo di un punto dal quale quattro punti dati 
ABCD siano projettati mediante quattro raggi il cai 
rapporto anarmonieo sia dato è una conica che passa 
pei punti dati. La tangente in uno di questi, per esempio in 
A, è una tal retta che colle AB, AC, AB dà un gruppo il cui 
rapporto anarmonieo è aguale al dato. 

6') La curva inviluppata dalle rette che sono segate 
da quattro rette date in quattro punti aventi un rap- 
porto anarmonieo dato è una conica, che tocca anche 
le rette date. Il punto di contatto di una di queste, per esempio 
di a, forma insieme coi punti ab, oc, ad un gruppo il cui rapporto 
ananuonico ha il valor dato i^). 



116. Per cinque punti 0, 0',A, 
B, C dati ad arbìtrio in un piano 
(Gg. 79*), tre qualunque de' []ualì non 
siano in linea retla, sì può descrivere 
una conica. Infatti, basterà costruire 
i Tasci projeltivi , i cui centri sono 
due de' punti dati, per esempio 0, ff, 
in modo che negli altri tre punti sì 
segliino Ire coppie dì raggi corrispon- 



Si pub descrìvere una conica che 
tocchi cinque relle o, o\ a, b, e dale 
in nno stesso piano (lig. 80*), tre 
qualunque delle quali non concorrano 
insieme. Infatti, basterà costruire le 
punteggiate projettive, mediante le tre 
coppie di punti cornspondenti (oa ed 
o'a, ob ed o'b, ce ed o'c) che tre delle 
relle dale a,l>,c determinano sulle 



(') Steiner, /. 
Steineh, I. 



;., p. 466. {*) CiueLES, Giom. sup., N* 663. 

:., p. <86-7. 
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denti OA ed O'A, OB ed OB, OC ed 
OC. Ogni altra coppia OD, OD di 
raggi i;orrìspondenlì darà un nuu?o 
puato D della curva. 

a) Per coslruire la tangente in uno 
de' punti dati, per es. in 0, basterà 
determinare il raggio del fascio 
cbe corrisponde al raggio O'O del 
fascio 0'. 

b) Pei cinque punii dati non passa 
che una sola conica; se ne passas- 
sero due, queste avrebbero in comune 
iofiniti altri ponti (determinati dalle 
coppie dì raggi corrispondenti de' fa- 
sci projetlivi), il che è assurdo. 

e) Di qui segue inoltre: 

Per quattro punii passano infinite 
coniche; due qualunque di esse non 
hanno alcun punto comune, oltre ai 
quattro dati. 



77 
altre due o,o. La congiungente li di 
ogni altra coppia di punti corrispon- 
denti sarà una nuora tangente della 
curva. 

Per costruire il punto di conlatto 
di una delle rette date, per es. di o, 
basterà determinare il punto della 
punteggiala o che corrisponde al 
punto o'o della punteggiata o'. 

Vi è una sola conica che tocchi le 
cinque rette date ; se ce ne fossero 
due, esse avrebbero ìnlìnite altre tan- 
genti comuni (le rette determinale 
dalle coppie di punti corrispondenti 
delle punteggiate projettive), il che è 
assurdo. 

Vi sono infinite coniche alle quali 
sono tangenti quattro rette date; due 
qualunque di (quelle coniche non pos- 
sono avere un'altra tangente comune. 



117. Adesso i teoremi del N" 70 si possono enoDciare come segue: 



Se un esagono è circoscritto 
ad una conica (fig. bS' e 84'), 
le rette che congiungono le tre 
coppie dì vertici opposti con- 
corrono in uno stesso punto (<|. 



Se un esagono è inscritto in 
una conica (lìg. Si' e 85'), le 
tre coppie dì Iati opposti si 
segano in tre punti d'una stes- 
sa retta (3). 



a) n teorema dì Fiscal concerne sei punti come quello di Brun- 
caas sei tangenti di nna conica: i qaali sei punti o tangenti pos- 
sono essere presi ad arbitrio fra tutt'i punti o tutte le tangenti 
della cura, E siccome la conica è indlTiduata da cinque punti o 
da cinque tangenti ; che è quanto dire, che cinque punti o cinque 
tangenti possono essere assunti ad arbitrio fra i puuti o le rette 
del piano, e che, dopo avere scelti questi cinque elementi, la conica 

(') Teorema di Bhunchon: pubblicata Ih prima valla npj B<IG e riproriollo piA tardi 
mi Mémoire tur lei lignei rf« second ordre (Paris 1S17), paR. 3*. 

{'} Teorema di Pjiscal: Essati pour les coniquei, opuscolo di selle pagina ÌD-8°, 
pobblicato la primi volta nel lUiO, quando l'Aitlore non aveva che sedici anni, poi 
riprodi'Uo nell'edizione delle (Eiivra de Pascal (Haje 4779} ed aneti? recenlemeDle 
dal signor WEissENBoiiit nella pretiilonc ai suo libro Die Projectitm in der Ebene 
(BerliQ 1B«S). 
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risolta determinata; cosi il teorema di Pìscil esprìme la condi- 
zione necessaria e sufficiente, alla (^uale debbono soddiafere sei 
pnnti del piano affinchè per essi possa -descriversi una conica; e 
il teorema di Bkunchon è del pari la condizione necessaria e suf- 
ficiente, cui deTono soddisfare sei rette del piano, afiSnchè si possa 
descrìvere una conica che le tocchi tutte e sei. 

b) Che la condizione sia necessaria risulta dagli stessi enouciatì 
del N" 117; sei punti di una conica si possono considerare, presi 
in un ordine qualunque, come Terticì di un esagono inscrìtto; e 
siccome per ogni esagono inscrìtto ha luogo il teorema dì Pìscìi., 
cosi è necessario che, in qualunque ordine Tengano connessi i sei 
punti per formare l'esagono, le coppie di Iati opposti concorrano 
in tre punti in linea retta. 

e) La condizione è anche sufficiente. Infatti (fig. 85'}, suppo- 
niamo che l'esagono AB'CA'BC', risultante dal prendere ì sei punti 
in un certo or^ne, abbia la proprietà che le coppie dì lati opposti 
BC e B'C, GA e G'A, AB' ed AB concorrano in tre punti 
P,Q,H ^ una retta. 

Pei pnnti AB'CA'B passa una (ed una sola) conica, la quale 
incontrerà la retta AC in nn certo punto X. Allora AB'CABX 
sarà un esagono inscritto, e le coppie di lati opposti B'C e BX, 
XA ossìa G'A e GA, AB ed AJff si segheranno in tre ponti 
in linea retta, il secondo e il terzo de' quali sono Q,R;\\. primo 
è dunque l'intersezione di QR con BC ossia P. Per P passa 
adunque si la SX, si la BC'\ dunque le rette indefinite BX e 
£C coincidono. Di qui risalta che il punto X è situato e nella 
AC' e nella BG' ; esso 6 dunque precisamente il punto C ; c.d.d. 

d) Sei pnnti , secondo i diversi ordini ne' quali vengono connessi 
con lìnee rette, danno sessanta esagoni (semplici). Dal ragiona- 
mento or fatto risulta che , se uno qualunque di qnesti esagoni ha 
la proprietà che le coppie di lati opposti si seghioo in tre pnnti 
in linea retta, ì sei pnnti appartengono ad una stessa conica, epper& 
la medesima proprietà compete a tutti gli altrì esagoni {}), 

e) Considerazioni correlative a quelle ora esposte in h), e), d) si 
potrebbero ^e per il sistema di sei rette, rìspetto al teorema dì 
Beunghob. 

(1) STBina, i. e, p. 34(. 
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118. Consideriamo i due triangoli, l'ono de' quali è fonnato dal 
primo, terzo e quinto lato, l'altro dd secondo, quarto e sesto lato 
di nn esagono inscritto ABCA' BC (fìg. 85*). Assumendo come 
corrispondenti i lati BC e BC, CA e C'A, AB' ed AB, il teo- 
rema di PisciL dice che questi si segano in tic ponti di una stessa 
retta; dnnqae {H" 13) i dne triangoli sono omologici. Ne segue 
che il teorema di Fugil può enunciarsi cosi: 

Se due triangoli sono omologici , i punti ne' quali i lati dell'uno 
incontrano i lati non corrispondenti d9ll'altro sono situati in una 
stessa conio. 

Analogamente, in un esagono circoscritto oi'co'fcc* (flg. Si*) si 
considerino i vertici di posto dispari ed i vertici di posto pari come 
vertici di due triangoli, ne' quali si assumano come corrispondenti 
i vertici be' e b'c, ca' e c'a, ab' ed a'b. Il teorema di Bsiìkceon 
dice che queste coppie di vertici sono allineate con uno stesso 
punto; dunque (N" 12) i due triangoli sono omologici, cosi che il 
detto teorema somministra l'enunciato che segue: 

Se due triangoli sono omologici, le rette che congiangono i ver- 
tici dell'uno ai vertici non corrispondenti dell'altro sono tangenti 
dì una stessa conica, 

I due enunciati possono ancora riunirsi in un solo, cosi: 

Se due triangoli sono omologici, i punti ne' quali i 
lati dell'ano segano i lati non corrispondenti dell'altro 
appartengono ad una conica; e le rette che dai vertici 
dell'uno vanno ai vertici non corrispondenti dell'altro 
toccano un'altra conica (}). 

119. Ponendo mente alla fig. 85*, nella quale si considerino ì 
ponti AB'CA'B come dati e C come variabile, il teorema dì 
Fàsgìl si pu6 auche presentare cosi: 

Se nn triangolo CPQ si deforma in modo che ì suoi lati PQ, 
PC, QC ruotino attorno ai punti fissi R, B, A, mentre due ver- 
tici P, Q scorrano su due rette fisse CB', CA', il terzo vertice C 
descrive una conica, che passa pei punti dati A, S, pel punto C 
comune alle rette date, pel punto B* comune alle AB, GB e pel 
punto A comune alle BB,, CA (^). 

(<) STEiKEn, 1. e , p. V2. 

(*) Qaesto teoremi (a aalo da Haclaurin oel 1721. CU. le Trinuiioni illotollche 
della SoGleU reale di Londra per l'anno 1735 (a psg. 134 della iradniloDe fraaceie, 
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Analogamente, il teorema dì Bbiinchoh si potrà fognare come 
segue: 

Se nn triangolo c'pg^ (flg. 84') si deforma in modo che i suoi 
vertici pq,pc', qc' si mnovano sulle rette fisse r, b, a, mentre due ■ 
lati p, q ruotino attorno ai punti fissi <*', ca', il terzo lato e' in- 
Tiluppa una conica, che è toccata dalle rette date a, h, dalla con- 
ginngente e dei punti fissi, dalla retta b' che unisce i punti or, 
d>', e dalla retta a che dal punto br ra al punto ca'. 

120. Se nelle proposizioni del N* 116, a destra, supponiamo 
che una tangente sia la retta all'infinito, la conica orJt una pa- 
rabola (N" 18, j); dunque 
Una parabola è individuata da quattro tangenti; 
Ossia (N» 116, b, a destra): 

Ti è una sola parabola che tocchi quattro rette date. 

o) Facendo la stessa ipotesi nel teorema N' 113, 6), i punti 

all'infinito delle due tangenti, punteggiate projettive, saranno 

punti corrispondenti, giacché la retta che li itnisce è nna tangente 

della curva. Dunque (N" 74): 

Quantesivogliano tangenti di una parabola segano dne 
tangenti fisse della medesima in punti che costìtniscono 
due punteggiate simili; ossia: 

Due tangenti fisse di una parabola sono divise da 
tutte le altre tangenti in partì proporzionali {}). 

Le due tangenti fisse siano segate dalle altre ne' punti A ed A', 
B e B', C 6 O,... (tig. 86'); e siano P, Q' i punti di contatto 
dì quelle, così che il punto comune alle medesime si dovrà indi- 
care con Q don F, secondo che si consideri come punto dell'una 
dell'altra. Avranno dunque luogo le uguaglianze 



AB AC 


SO 


AP AQ 


PQ 


AB'~AC' — - 


— BC — 


■■A'P—AQ' — 


— PQ ■ 



h) Viceversa (K» 114, 6), date (in un piano) due rette 
punteggiate simili, tutte le rette che congiuagono eop- 

ed. a Bologna Kli\), o: Cbasles, Aperta hittorique sur Vorigine et le déveioppe- 
ment des méihodti en geometrie (Bruxelles 4837), p. 150. Se il pnnlo A si suppone 
eirinSnilo, il teorema diviene il lemma 20 di Newton, Philosophia mUtirtUix Prin- 
eipia mathematica, iib. I (pag. 19S dell'edii. Colonia 1760; la t' edìione è del 4686). 
(') Apollonu Pehoai, Comconim, Iib. Ili, it. 
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pia di ponti corrispondenti sodo tangenti di nna stessa 
parabola, elie tocca le rette date ne'pnnti che corri- 
spondono alla loro mntna intersezione. 

Infatti , la retta all'infinito ò in questo caso nna tangente della 
conica, giacchà nnìsce i due punti all'infinito delle reftte date, i 
quali sono ponti eorrìspondenti (N' 73). 

12L Nel teorema del N* 114, a), si supponga il ponto P 
all'infinito, vale a dire il primo fascio formato da raggi paralleli. 
Alla retta QP (cioè alla retta paralFela ai raggi del primo foscio 
e passante pel centro del secondo), considerata come raggio p' del 
secondo fascio, corrisponde nel primo la retta p, tangente in P: 
ora questa retta p può essere a distanza finita o a distanza infinita. 

Nel 1° caso (fig. 87*), la retta all'infinito è nn raggio ^' del 
primo fascio, a cai corrisponderà nel secondo fescio un raggio f 
direrso da p', epperd non passante per P; dunque la conica sarà 
un'iperbole (N* 18, g), i cui ponti all'infinito sono P=pp' ejj'; 
la retta p è uno degli assintoti, e / 6 parallela all'altro. 

Nel 2* caso (fig. 88'), la retta all'infinito 6 tangente in P alla 
conica, epperò questa è una parabola. 

12S* Se nel medesimo teorema del N" 114, a) si suppongono 
entrambi i punti P, Q a, distanza infinita (fig. 89*), ciascuno de' 
doe fìisci projettivì sua formato da raggi paralleli; e la conica 
generata per mezzo di essi, dovendo passare pei centri P, Q, sarà 
un'iperbole (N" 13, g). Gli assintoti dell'iperbole sono le tangenti 
ne' suoi punti all'infinito (}) ; opperò saranno qne' raggi p, 4 ^'^ 
primo 6 del secondo fiiscio che corrispondono alla retta all'infinito, 
considerata come raggio del secondo e del primo fascio, rispetti- 
vamente. 

Secondo il teorema generale K" 113, 6), gli assintoti dell'iperbole 
sono incontrati da tutte le altre tangenti in ponti costituenti dne 
ponteggiate projettive, nelle quali i punti di contatto, che qui sono 
all'infinito, corrispondono al punto O ove sì segano gli assintoti. 
Dunque l'equazione JM . PM' = cost.* dei N* 59, 83 diviene nel 
caso nostro OM . OM" = cost.*, dove M, M' siano le interse- 
zioni di uua tangente qualunque cogli assintoti. Concludiamo 
pertanto: 

(>) Desuodes, L c, p. S40; — Newton, l. 0., «olio illa prop. 97. 
ft CtnoK*, EUm. di Gxm. frojtit. 
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Il prodotto dei segmoQtì fatti da una tangfente qna- 
laoqoe dell'iperbole sui dae assintoti, contati a par- 
tire dal punto d'incontro di queste due rette, ha un 
valore costante. 

Ed anche sì può dire : 

L'area del triangolo racchiuso da una tangente qua- 
lunque dell'iperbole e dagli assintoti è costante 0)- 

1^ Applichiamo il teorema del N" 113, b) anche al caso di 
due tangenti fisse parallela, segate da una tangente Tarialàle 
in M,M'. Nelle punteggiate projettive generate da questi punti, 
al punto (all'infinito) comune alle due tangenti fisse corrispondono 
i loro punti di contatto ; designandoli pertanto con J, T,. avremo in 
virtù del citato N" 69, l'uguaglianza J3f . TW = cost.". Dunque : 

Il prodotto dei segmenti che una tangente variabile 
determina in due tangenti parallele fisse, a partire dai 
loro punti di contatto, è costante (^. 



% 15. Costrnzloiil ed esercizi. 

134. Per mezzo de' teoremi correlativi del N' 117 si risolvono 
i problemi seguenti: 



Date cinqae relte ab'ca'b (aogeDli 
(li una conica, costruire la langonle 
che ad essa si può condurre da un 
punto H, dato in una delle tangenti 
date, a (Qg. 90*). 

Indicata con e' la tangente richie- 
sta, l'esagono ab'ca'bc' avrìt la pro- 
prietà espressa nel teorema di Bhiak- 
CDOK. Gonducansi la diagonale r che 
unisce i due vertici opposti ab' ed a'b, 
e la diagonale q cbe unisce i due ver- 
liei opposti ca' c'a (dove c's è il 
punto dato H). Pel punto qr duvrà 
passare anche la diagonale che unisce 
{;li altri due vertici opposti be' e b'c. 



Dati cinque punti AB'CA'B di una 
conica , trovare il punto comune ad 
essa e ad una relU data r, la quale 
passi per uno de' punti dati , A 
{&%. 9r). 

Indicalo con C il punto cercalo, 
l'esagono AB'CA'BC avrà la pro- 
prietà espressa nel teorema di Pascaì.. 
Sia dunque R il punto comune alle 
AB", A'B (dae lati opposti dell'esa- 
gono); Q il punto comune alle CA', r 
(altri due lati opposti); la ccagiua- 
gente QR dovrà segare in uno stesso 
punto P gli altri due lati opposti B'C 
e BC. Dunque, se il punto P, cò- 



(') Amllomd, I. e., IJI, 43. (^ Apouonio, l. e, lEE, 12. 
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Dunque, se p i la congiangente dei 
punti ^r e b'e, il panto pb congiuiiU) 
coi punto dalo darà la retta doman- 
data e'. 

Se ora si diano altre posizioni al 
ponto dato H (purcbè sia sempre in 
una delle tangenti cooosciole), e cia- 
scuna Tolla si ripela la costruzione 
che precede , si atterranno quante 
Ungenti si cogliono della conica. Dun- 
que, il teorema di B&uhcbon serre 
a costruire per tangenti la conica in- 
dividuata da cinque tangenti date [*). 



SS 
rnuoe alle B!G,QR, vien cmgiunto 
a S, la AP segherà r nel punto cer- 
alo C. 

Se ora sì danno altre posizioni alla 
retta data (purché passi sempre per 
uno de' punti conosciuti della conica), 
e ciascuna volta si ripela la costruzio- 
ne che precede, si otterranno quanti 
punti si Tt^liono della conica. Dun- 
que, il teorema di Pascal serre a 
costruire per punti la conica indivi- 
duata dà cinque punti dati (3). 
1^. Nel problema che precede, a destra, il punto B sia a distanza infi- 
nita. La conica sarà allora (in generale) un'iperbole, della quale si conoscono 
ì ponti AB'CA', e la direzione dì un assintoto; e si domanda la seconda 
iatersezione con una retta data r passante per A (Dg. 9?). 

La soluzione si ricava da quella del problema suddetto, portando il punto 
B all'inllnilo nella direzione data. Vale a dire: congiungasi il punto R co- 
mune alla AB' ed alla retta condotta per A' nella direzione data col punto 
Q comune alle r, A'C; poi pel ponto P comune alle QR, B'G si conduca 
una retta parallela ad A'R, la quale segherà r nel punto cercalo C. 

a) Se invece i all'ìDlinito il punto A, il problema diviene il seguente: 
Dvti quattro ponti BCA'B e la direzione d'un assintoto di un'iperbole, 

trovare l'intersezione di qnesta con nna data retta r, parallela all'assinlolo 

(6g. sa-). 

SoLDZioitE. — Goi^iungasi il punto R comune alla A'B ed alla retta con- 
dotta per B nella dìreuone data, col punto Q comune alla A'C ed alla 
retta dala; poi *i unisca il ponto B col punto P comune alle QR, RC; 
la BP segherà la retta dala nel punto cercato C. 

b) Siano all'infinito i punti A', B; avremo allora il problema che segue: 
Dati tre punti AffC e le direzioni degli assintoti d'un'iperbole, trovare il 

secondo punto cornane alla cnna e ad una data retta r passante per A 

Soluzione. — Pel punto Q comune ad r ed alla retta condotta per C nella 
direzione del primo assintoto si tiri la parallela alla AB\ la quale seghi in 
P la ffC; per P si tiri la parallela al secondo assintoto; questa segherà r 
nel punto cercato C. 

e) Supponendo invece all'infinito i punti A,B', il problema risoluto dalla 
esposta costruzione sarà quest'altro: 

C) BauifCioK, /. e p. 38; - Poncklet, l. e, N* 209. 

(■) Newton, I. e, prof. 22; - Maclaurin, De Uneanm geometrioanm proprie- 
tatéui generoHbìu (LoDdiol 1748), S **- 
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f)i un'iperbole si conoscono tre punti CA'B e le direzioni dei due assin- 
loti; si domanda l'interseirone della curva con una data retta r, parallela 
al primo assintoto [dg. 95'}. 

Soluzione. — Per Q, punto comune alle r, CA' si conduca la parallela 
ad A'B. la quale seghi in P la parallela al secondo assinlotu tirala per C; 
la BP segherà la retta data nel punto cercato C. 

d) E ancora sitppongansi a distanza lìnila i punii ffCA'B, e all'infinito 
tutta la retta AC. Avremo allora il problema: 

Conoscendo quattro punti ffCA'B di un'iperbole e la direzione di un as- 
sinloto, trovare la direzione dell'altro assintoto (llg. 96*). 

SoLtziONE. — Da it ponto comune alla A'B ed alla retta condotta per B" 
nella direzione data, si guidi la parallela alla CA', che seghi in P la BC. 
La BP avrì la direzione richiesta. 

Tutti questi problemi non sono che casi particolari di qudlo del N" 124 
a destra; e sarìi bene che lo studente si eserciti a ricavare dalla costru- 
zione generale le costruzioni pei casi particolari, la qaal cosa richiede sol- 
tanto d'aver presente che il congìungere un punto dato a distanza finita con 
un altro situato all'inflnilo in una direuone data equivale a condurre pel 
primo punto la parallela alla direzione data. 

126. In modo analogo, consideriamo : i casi particolari del problema del 
N° 124, a sinistra, supponendo che qualche elemento si allontani alllnfinito. 

Supponiamo in primo luogo che il punto ac sia all'infinito. Il problema 
da risolvere allora sari : 

Date cinque tangenti ab'ca'b di una conica, costruire la tangente paral- 
lela ad una delle date, per esempio ad a (lìg. 97*). 

Soluzione. — Si costruiscano: la retta r che unisce i punti ab', ab; la 
retta q che pasu pel punto a'c ed è parallela ad a; e la retta p che con- 
giunge i punti qr, b'c ; la tangente cercala e passerà pel punto pb. 

Da un pQnto qualunque dt^l piano si possano condurre ad una conica lutt'al 
più due tangenti (N" i8, fj; da un punto di una tangente data si può con- 
durre soltanto un'altra tangente. Dunque se la conica è una parabola, due 
tangenti non possono mai essere parallele. 

a) Sia all'infinito la retta b; avremo il problema: 

Date quattro tangenti tib'ca' di una parabola, costruire la tangente che 
passa per un punto dato H iì u (fig. 98*). 

Soluzione. — Si costruiscano: la retta r che passa pel punto ab' ei k 
parallela ad a'; la retta g che coDgiunge il punto dato fi col punto a'e; e la 
retta p che unisce i punti qr, b'c. La tangente cercata sarà parallela allap. 

b) Se è airiufinito la retta a, abbiamo il problema; 

Date quattro tangenti b'ca'b di una parabola, costruire la tangente che ha 
una direiione daU (llg. 99"). 

Soluzione. — Si costruiscano: la retta r che passd' pel punto a'b ed è 
parallela a b'; la retta q che passa pel punto a'e ed Sa la direùooe data; 



ib.Googlc 



n 

e la retta p ehe nnisce i punti b'e, qr. La laograt* cercala passui pei 
punto }}£. 

e) Variando nel penultimo problema la posizione del ponto dato sua,u 
nell'ultimo la direzione data , si giunge alla risolnùone del problema : 

Costruire le tangenti della parabola determinata di quattro 
tangenti date. 

§ 16. Corollari del teoremi di Pascal e Brìanchon. 

127. Olà abbiamo addotto parecchie proposizioni e costruzioni 
(N° 124 e seg.) che Bono immediate conseguenze de' teoremi'dì 
FisciL,e BsuNGHON, nascenti dal supporre qaaldie elemento allon- 
tanato a distanza infinita. Altri corollari si ottengono se bì ima- 
gìna che due de' sei ponti o delle sei tangenti siano infinitam«it« 
vicine (*). 

Se AÈCA'SCT sono sei pnnti dì una conica, il teorema di Piscu 
dice in sostanza che sono projettìvi per es. i fasci AiA'BCC), 
S^A'ffCC). In essi, al raggio AB del primo corrisponde la retta 
che tocca la conica in B; sicché si pub invece dire essere prcget- 
tÌTO il groppo delle quattro rette 

AA', AB'y AC, AB 

al grappo formato dalle 

BA', BB", se 

e dalla tangente in B; e ciò equivale manifestamente a supporre 
che il punto C, dianzi preso ad arbìtrio nella curva, sia ora infi- 
nitamente vicino a B. L'esagono inscritto sì muta adunque nella 
figura costìtnìta dal pentagono inscrìtto AB'CA'B e dalla tan- 
gente b nel vertice B (fig. 100*) ; ond'è che il teorema di PigciL 
diviene : 

Se un pentagono {AB'CA'S) è inscritto in ona co- 
nica, il punto comune a due Iati non conBecntivi (AB", 
A'B), U punto comune a due altri lati non consecutivi 
(AB, CA'), ed il punto ove il quinto lato (B'G) incon- 
tra la tangente nel vertice opposto {S) sono in linea 
retta. 

(•) CuiwT, f. e., HI- *^'^-^- 
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Possiamo ricavare qneslo corollario anche dalla costruiìone (N° 66, a destra) 
di due fasci projellÌTÌ. Oste le coppie AA s BA, AC e BC, AB" e B& di 
raggi corrispondenti, si seghino i due fasci colle Irasrersali CA', CB, e sia 
il il punto di concorso delle AB, ÀF ; allora dae raggi corrispondenti qna- 
lìsÌTOgliano de' fasci A, B dovranno rispettivamente segare le trasversali CA\ 
CS in due punti allineati con R. Laonde, per ottenere quel raggio del secondo 
fascio che corrisponde ad AB, vale a dire la tangente in B, basta congiun- 
gere R col punto Q comune alle CA, AB ; la retta domandata sarà qoella 
che da B va al punto P intersezione delie CB', QR. Questa costruzione coin- 
cide appunto col corollario sopra enunciato. 

128. Questo corollario serve a risolvere i due problemi SHguenli: 
1° Dati cinque punti A, B',C, A, B di una conica, costruire la tan- 
gente in uno de' punti dati, B (lìg. 100*). 

SoLOztOHE. — Congiiingasi il punto Q comune alle AB, CA' col punto R 
comune alle AB', AB; e sia P l'interseùone delle B'C, QR. Sarà BP la 
tangente domandata (*). 

Casi particolabi. — (Sia uno de' punti ì4£'Cj4' all'infinito). Conoscendosi 
quattro punti di un'iperbole e la direzione di un assintoto, costruire la tan- 
gente in uno dti' punti dati. 

(Sia B all'infinito). Conoscendosi quattro punti di un'iperbole e la di- 
rezione di un assintoto, costruire quest'assìntoto. 

(Siano all'infinito due de' punti AB'CA). Conoscendosi tre punti di 
un'iperbole e le direzioni degli assintoti, costruire la tangente in uno de' 
punti dati. 

(Siano all'infinito B ed uno degli altri punti). Conoscendosi tre punti 
di un'iperbole e le direzioni degli assintoti, costruire un assintoto. 

2* Dati quattro punti ABA'C di una conica e la tangente in B, co- 
struire la conica per punii ; per es. trovare quel punto che la curva ha co- 
mune con una dala retta r passante per A (fig. 100*). 

SoLunoNE. — Sia R il punto comune alle r, A'B; Q il punto ove AB 
sega CA'; e P ilpnnto comune alla QR ed alla tangente data. Il punto 
cercato sarà quella in cui la CP sega la retta data. 

Sapponendo all'infinito uno o due de' punii AA'C, onero il punto A e 
la retta r, onero il punto B, onero il punto B ed uno degli altri punti, 
ovvero il punto e la tangente dala, si hanno i seguenti casi particolari: 

Costruire per ponti l'iperbole della quale si conoscano tre punti, la tan- 
gente in uno di questi e la direzione di un assintoto; ovvero due punti, la 
tangente in uno di questi e le direzioni degli assintoti; ovvero tre punti ed 
un assintoto; onero due punti, un assintoto e la direzione dell'altro; 

Costruire la parabola, della quale si conoscano ire punti a distanza finita 
e la direzione delle rette concorrenti nel punto all'infinito. 

(>) Maclauiun , /. e, S io. 
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139. Tornando ora all'esagono ASCA'^T inscrìtto in ona 
conica, si supponga che non solo O sia infinitamente vicino a B, 
ma anche B' e C siano infinitamente vicini; la flgnra allora ci 
presenterà nn quadrangolo inscritto AB' AB e le tangenti ne' ver- 
tici B, B' (fig. 101'), e il teorema di Pascal diviene: 

Se nn quadrangolo è inscritto in una conica, il pnnto 
comune alle tangenti in dne vertici opposti è in linea 
retta coi due punti di concorso delle coppie di lati 
opposti (1). 

Cift coincide con una proprietà gii ossenala allrove (N° 67 , a destra). 
Infatti, se si considerino i Tasci projettifi i cui raggi corrispondenti sono BA 
e B'A, BA' e B'A', ... , la retta che dal punto Q comune alie BA e B'A' 
13 al punto R comune alle B'A, BA' dee passare per l'inlersetione P de' 
raggi che corrispondono alla congiungente de' due centri B,B'. 

130. Il corollario cbe precede serre a risohere ì seguenti problemi : 
r Dati quadro punti AB'AB' di una conica e In tangente BP in B, 
costruire la tangente in B' (fig. 101°). 

Soluzione. — Siano: Q il punto comune alle AB, A'B"; R il punto co- 
mune alle AB", A'B ; e P il punto comune alla tangente data ed alla QR, 
La tangente domandata sarà BP (3). 

Supponendo all'infinito alcuno de' punti dati o la retta data, si ottengono 
le soluzioni de' problemi speciali che seguono: 

Costruire la tangente in un punto dato dì un'iperbole della quale si co- 
noscano: due altri punti, la tangente in uno di questi e la direzione di 
un assìatoto; o un altro punto, la tangente in esso e le direzioni degli as- 
sintoli; ovvero due altri punti e un assìntoto; ovvero un altro punto, un 
assinloto e la direzione dell'altro assìntoto; 

Costruire l'assintolo dato in direzione dì un'iperbole della quale siano 
inoltre dati tre punti e la tangente in uno di essi, ovvero due punti, la tan- 
gente in uno di essi e la direzione del secondo assi&toto, ovvero due punti 
e il secondo assintoto; 

Costruire la tangente in un punto dato di una parabola della quale si 
conoscano due altri punti a distanza Gnita e la direzione sulla quale è situato 
il punto airin6nilo. 

2" Coatruire per punii la conica delta quale siano dati tre punti ABB" 
e le tangenti BP, SP ; per es. costruire il punto in cui la curva È segata 
da noa retta r condotta ad arbitrio per fi (fig. 101* hit). 

Soluzione. — Congiungasi il punto P comune alle tangenti date col punto 
R dove r incontra la AB ; e sia Q l'intersezione delle AB, PR. La con- 
giungente BQ segherà r nel punto cercato ^4'. 

(■) Macuobin, J. c, S 36. (*) Macuurin, l. C-., § 38. 
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Supponendo all'inlìiiilo alcuno de' punii ÀBff, o alcuna delle rette BP, 
B'P, r, sì baano le soluzioni de' seguenti casi particolari : 

Coslniire per punii l'iperbole della quale siano dali due punii colle rispet- 
tive taii{:enlì e la direzione dì un assiniuto; ovvero due punii, h tangente 
in uno di essi e un asslnloto; ovvero un punto colta rispeltiva tangente, un 
assintoto e la direzione dell'altro ; ovvero i due assinloti e un punto ; 

Costruire per punti la parabola della quale, olire alla direzione delle rette 
concorrenti nel punlo all'inSuilo, sì conoscano due punii e la langonte in 
uno di questi. 

131. Considerando, nello stesso quadrangolo ABA'S' (fig. 101*), 
gli altri dne vertici opposti A eà A't anche le tangenti in essi 
8i segheranno sulla retta che nnisce il punto (AB, A'ff) col ponto 
iAF,A'B); dunque: 

Se nn quadrangolo è inscritto in una conica ì panti 
OTe si segano 1 lati opposti e i punti ove si segano 
le tangenti ne' Tortici opposti sono quattro punti in 
linea retta. 

132. Scriviamo ora C,D,E,Giii luogo di A',B',R,Q{&g. 102»). 
Nel quadrangolo inscritto ABGD il punto comune ^le tangenti 
In ^ e C, il punto comune alle tangenti in £ e D, il punto co- 
mune ai lati AD, BC ed il punto comune ai lati AB, CD sono 
adunque in una stessa retta EG. 

Gli stessi quattro ponti A, B, C, B, presi in altro ordine for- 
mano due altri quadrangoli inscritti AGDB, ACBD. Dunque, se 
si applica l'altimo teorema al quadrangolo inscrìtto AGDB, avremo 
che il punto comune alle tangenti in j1 e D, il punto comune alle 
tangenti in G e B, il punto comune ai lati AB, GB ed il pnnto 
comune ai Iati AG, SD sono tatti in nna medesima retta FG. 
Ed analogamente dal quadrangolo inscritto ACBDà. caverà che 
le tangenti mA^B, le tangenti in C e D,\ lati AD, GB, ed i lati 
AC, SD si segano in quattro punti di una medesima retta EF{}). 

Le tre rette così ottenute, EQ, FQ, EF, sono i lati del tri- 
angolo diagonale (N" 30, h) del quadrangolo completo i cui ver- 
tici sono i quattro ponti dati ; e siccome le medesime rette conten- 
gono anche le intersezioni delle coppie di tangenti nei detti ponti, 
eo^ sono esse le diagonali del qoadrilatero completo costitoito dalle 
quattro tangenti; ossia: 

(') Haclaurin, I. e, S 37. — Carkot, l. e, pig. fS3-4. 
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Il quadrilatero completo formato da qoattro tangeati 
di una conica e il quadrangolo completo formato dai 
quattro ponti di contatto hanno il medoBimo triangolo 
diagonale. 

Nella figura 102* , abcd sono le quattro tangenti , ABCD i 
ponti di contatto, EFG il triangolo diagonale. 

133. Kel qoadrìlatero (completo) circo8<»'itto abcd la diagonale 
che ha i termini nei punti oc , bd incontra le altre doe diagonali 
io, S, Q; qnesti quattro punti sono percid armonici (S' 48). Gor- 
relatiTamente : i due lati opposti del quadrangolo (completo) in- 
scritto ASCD, che concorrono in F, sono separati armonicamente 
mediante le rette che vanno agli altri doe ponti diagonali E, G 
(N* 49). 8i può adunque enunciare la proposizione che segue 
(flg. 102-): 

Quando un quadrilatero (semplice) inscritto {A^CD) 
ha per vertici consecutivi 1 punti di contatto consecutivi 
d'an qoadrilatero (semplice) circoscritto (abcd): l' le 
diagonali dei due quadrilateri passano per uno etesso 
punto {F} e formano un gruppo armonico; 2* i punti 
di eobcorso delle coppie di lati opposti dei due qua- 
drilateri Bono in linea retta {EG) e separati armoni- 
camente; 3* le diagonali del quadrilatero circoscritto 
passano pei punti di concorso dei lati opposti del qua- 
drilatero inscritto (0< 

134. Mediante il teorema del N° t32, sesono dale qaatlro tangenti «tcit 
di una conica (fìg. 102*) ed uno dei punii di conlatto A, si trovano snbito gli 
altri Ire ; n cosi pure, se sono dati quattro punti ABCD e la tangente a in 
«no di assi, si costruiscono le tangenti negli allrì tre (^. 



Si costruisca il triangolo diagonale 
efg del quadrangolo completo j4£C0; 
i punti a^,a[,ae appartirranno rispet- 
tÌTamente alle tangenti domandate 



SoLDZioHE. — Si costruisca il trian- 
golo diagonale EFG del quadrilatero 
completo abcd; le AG, AF, AE in- 
centreranno rispettiTamenle le h, e, d 
in B, C, D. 

135* Se consideriamo le quattro rette ^d come formanti un 
quadrilatero (non completo) circoscritto alla conica, possiamo dare 

(') CuKEs, Stct. eoniqnet, N' Mi. {*) MAcutmm, I. e, $ 3S e 39. 
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al teorema del N* 132 il seguente enunciato, de! resto gii com- 
preso in quello del N' 133 (^): 

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica, lo 
rette clie aniscono ì punti dì contatto di due lati op- 
posti passano pel punto comune alle diagonali (fìg. 103'). 

a] Questa proprietà coincide con uni già dimoslraU a proposito di due pun- 
teggiate proiettive (N° 67, a sinistra). Infatti, se consideriamo le punteggiale 
projettìre a, e nelle quali sono punti corrispondenti ab ecb,ade ed, ... , la 
retta che congiunge i punti ot e ed e quella che congiunge i punti cb e ad 
si stiano sulla tMa che unisce i punti corrispondenti al punto ac, cioè 
sulla retta che unisce i punti di contatto di a e e. 

b) Se la conica è un'iperbole, considerando il quadrilatero formato dagli 
assinloti e da due tangenti qualisivogliano, la proposizione ora enunciata dice 
che le diagonali sono paralìele alla corda che unisce i punti di contatto delle 
due tangenti (3). 

136. Il teorema che precede serve alla risoluzione del problema : 
Costruire per tangenti ta conica della quale siano date tre tangenti a, b, e 

e due punti di contatto À,C; per esempio condurre una nuova tangente 
da un punto H dato in a (Sg. 103*). 

SoLDZioNe. — Si congiunga il punto ab con quello che è comune alla AC 
ed alla Hibc); la congiungente incontrerà e in un punto che riuoilo ad H 
darà la tangente domandata d. 

Supponendo all'inlìnito alcuno de' punti A.C o alcuna delle tangenti date, 
si hanno le soluzioni per diversi casi particolari: 

Costruirti per tangenti l'iperbole della quale sono diti un assìntoto, due 
tangenti ed un punto dì contatto; ovvero i due assìntoti ed una tangente; 

Costruire per tangenti la parabola della quale si conoscono il punto all'in- 
finito, due tangenti ed un punto di contatto ; ovvero due tangenti e i loro 
punti di contatto. 

137. Se nel teorema di Pìscal Ed suppongono infinitamente vicini 
A e B", C &i A', Be C, avremo {fig. 104') nn triangolo inscritto 
ABC e le tangenti ne' vertici ; dunque : 

Se un triangolo è inscritto in una conica, le tan- 
genti ne' vertici incontrano i lati rispettivamente op- 
posti in tre punti in linea retta. 

138. Questo teorema risolve il problema : 

Dati tre punti A, B, C di una conica e le tangenti in due dì essi A, B, 
trovare la tangente nel teno (fig. 104*). 

(>) Newtov, l. e, cor. 3* al lemmti 21. 
(') Apouomo, /. e, Ili, U. 
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SoLCziOKE. — Le Ungenti date inconlrioo rispellnamenle fiC, CA in P, Q ; 
e la PQ incontri AB in R; sarà CA la tangente domandata. 

Sono casi particolari di questo problema i seguenti : 

Dati due punti A,B di un'iperbole, le tangenti in essi punti e la dire- 
zione dì un assintoto, costruire questa assintoto. 

Di nn'ìperbole si conoscono nn assintoto, un punto A colia relativa fan- 
gente e la direzione dell'altro assintoto ; costruire il secondo assintoto. 

Di un'iperbole si conoscono i due assinloli ed un punto C; costruire la 
tangente in C. 

Di una parabola si conoscono due punii A, C, la tangente in A, e la dire- 
zione delle rette concorrenti nel punto all'infinito ; costruire la tangente in C. 

139. II triangolo ÌDBcrìtto AW e il triangolo DEF formato 
dalle tangenti (fig. 104') hanno adunque la proprietà che le coppie 
de' loro lati .BC ed EF, CA ed FD, AB e Ì>F si segano in tre 
ponti d'nna retta. Perciò i'due triangoli sono omologici, cioè 
(N" 13) le rette AD, BE, GF, che conginngono i vertici, pas- 
seranno per nno stesso pnnto 0. Ossia: 

Se un triangolo è circoscritto ad nna conica, le rette 
che dai vertici vanno ai ponti di contatto dei lati ri- 
spettivamente opposti concorrono in nn punto. 

140. Questo teorema risolve il problema : 

Date Ire tangenti di una conica e due punti di contallo, trovare il terzo. 

Soluzione. — Sia DEF (fig. 104') il triangolo circoscritto formato dalle 
Ungenti date; ei A,B i punti dì conUtto di EF, FD. Le AD, BE con- 
corrano iti 0; \a FO segberi DE nel punto domandato C. 

Casi particolari: Date dite tangenti e un assintoto di un'iperbole, oltre 
al punto di contatto di una Ungente, costruire il punto di conUlto dell'altra 
Ungente. 

Dati i due assintoti e una Ungente di un'iperbole, costruire il punto di 
conUtto di quesU Ungente. 

Date due Ungenti e i punti di conUtto di una paraboU, costruire la di- 
rezione delle rette concorrenti nel punto all'infinito. 

Date due Ungenti, il punto di contatto di nna di esse e il punto allln- 
finito dì una parabola, costruire il punto di conUlto dell'altra tangente. 

141. Come dal teorema di Pascal sì sono ricavati teoremi spe- 
ciali , rìsgnardantì il pentagono , il quadrangolo ed il triangolo 
insmtto, cosi, con nn procedimento afbtto analogo, si possono 
dedoire dal teorema di Bbukchon le proposizioni correlative, con- 
eementi il pentagono, il quadrilatero ed il triangolo circoscritto. 

Infatti, se dalle sei tangenti ah'ca'hc', formanti l'esagono drco- 
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scrìtto (N° 117, a sinistra)^ so ne Bnppoug;ono due, per es. 6 e e, 
infinitamflQte vieine, siccome una tangente incontra nel bug punto 
dì contatto la tangente immediatamente saccessÌTa (N* 110, 113), 
così l'esagono circoscritto sì muterà nella figura costituita dal 
pentagono circoscrìtto aZ>'m'& e dal punto di contatto del lato h 
(fig. 105*). n teorema di BnuNOBOfi dà allora: 

Se un pentagono è circoscritto ad una conica, dne 
diagonali congiungenti due coppie distinte di vertici 
e la retta che anisce il quinto rertice al punto di 
contatto del lato opposto, concorrono in uno stesso 
punto. 

«) Quealo teorema coiiicìde con unn proprietà delle puntef (;ìate projellÌTe 
altrove già osservata (N^ 66, a destra). AbbìaDsi ìnratli nelle rette a,h le 
panleggiate projetlJTe determinate dalle seganti a', b',c; se la prinia pun- 
teggiata vien proiettala dal punto ca' e la seconda dal punto ài, si hanno 
due Fasci pro^pellivi la cui comune sezione è la-retla r cbe unisce i puali ai', 
ah. Dunque, se sì domanda il punto della seconda punteggiata, che corri- 
sponde al punto ah della prima, vale a dire il punto di contatto delta tan- 
gente b, basta tirare la retta q che da ca' projelta il punlo a(, e quindi la 
retta p pei punti cb', qr; il punto fh sarà il domandato. 

6} La proprietà ora ottenuta del pentagono circoscrìtto de il meno di rì- 
solvere i problemi segusnti : 

1° Date cinque tangenti di una conica coslmire il ponto dì contatlo dì 
una qualunque Tra esse \f). 

Caso particolihe: Date quattro tangenti di una parabola, trovare i puoti 
di contatto e il punto all'iofinilo. 

2" Costruire per tangenti la conica della quale siano date quattro lan- 
genlì ed un punto dì contatto. 

Casi PARTicoLAtti : Costruire per tangenti l'iperbole della quale siano date 
tre tangenti ed un assìnloto; 

Costruire per tangenti la parabola della quale siano date tre tangenti e il 
punto all'inlinito, ovvero tre taugenti ed un punto di contatto. 

e) I corollari del teorema di BntANcnoN rispetto al quadrilatero e al trian- 
golo inscritto non sono altro cbe ì teoremi dei Ni 135 e 139, e sono ri- 
spettivamente correlativi ai teoremi de' N' 129, 137 ; come sono correlativi 
fra loro quelli dei N' 127 e U1. 

Sarà un utilissimo eserciiio per lo studioso quello di risolvere da sé ì 
problemi enunciali nel presente %\ le coslruiioni rientrano tutte in due sole, 
fra loro correlative, in quelle cioè che sono immediatamente somminìslrate 
dai teoremi di Pascal e Bruhcbon. 

C) Hacuoup, \. e., Stt. 
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142. I corollari dsi teoremi dì Pascal e Briangiioh mettono in evìdenu 
che, come una conica è individuata da cinque punii o da cinque tangenti, 
coel è pars indifiduala da qoatlro puoti e dalia tangente in uno di essi, da 
quattro langenli e da un punto di contatto, da tre punti e dalle tangenti in 
due di essi, da tre tangenti e da due pnnli di contatto. Donde segue cbe : 
1° infinito coniche possano passare per tre punii dati e in uno di essi (oc- 
care una ratta data, a passare per due punti dati e in essi toccare rette 
date ; ma due qualunque di lili coniche non possono avere alcun altro pu[|.to 
comune ; 2« inGnite coniche possono toccare una retta data in un punto dato 
e duo altre rette date, ovvero due rette date in punti dati; e due qualun- 
que dJ tali coniche non hanno alcun'altra tangente comune. 

Dunque, se due coniche toccano nna retta data in uno stesso punto (cioA 
se le due coniche ai toccano fra loro in questo punto), esse 
non possono avere inoltre più di due punti e più di due tangenti comuni; 
e se due coniche toccano due rette date io punti dati (cioè se le due co- 
niche 8i toccano fra loro in due punti), esse non possono avere 
altri punii o altre langenli comuni. 

Si può anche dire che, se due coniche toccano una retta a in uno stesso 
punto A, questo equivale a due punti d'interseiione, e la retta a equivale 
a due tangenti comuni. 

§ 17. Teorema di Desar^es. 



143. Un quadrangolo QRST (fi- 
gura 106*) sia inscritto in una conica, 
ed ana trasversale arbitraria i seghi 
i lati QT, RS, QR, TS nei punti A, 
A', £, fi' e la conica nei punti P, F. 

Sono projettivi (N° 113, a) i due 
gruppi di raggi che da Q e da S pro- 
jettauo i punti P, R, P',T della co- 
nica , epperò projettivi anche i due 
gruppi di punti PBP'A, PAP'B' 
ne' qoali i delti raggi sono segali dalla 
trasversale t. Dunque (N^ 50) sono 
projettivi i gruppi PBP'A, P'BPA', 
vale a dire (N° 94) 

PF . AA' . BS 
sono tre coppie di punti in involu- 
lione. Si ha cosi il teorema di De- 
sarcdes (t): 

(') L. e-, p. *71, ^U. 



Un quadrilatero qnt (flg. lOT) sia 
circoscrillo ad una conica ; e da un 
punto arbitrario S si tirino le rette 
a, a', b, h' ai vertici qt, ri, qr, (■ del 
quadrilatero e le tangenti p, p' alla 
conica. 

Sono projettivi (N" 113, h) i due 
gruppi di punti ne' quali la 9 e la > 
segano le tangenti f, r,p', I della co- 
nica, epperò projettivi anche i d'uà 
gruppi di raggi jÀp'a,pa'p'b' chepro- 
jettano i detti punti da S. Dunque 
(N" &6| sono projettivi i gruppi php'a, 
p'b'pu' vale a dire (N° 94) 

pp' . sa' . hV 
sono tre coppie di raggi ìa involu- 
zione. Si ha cosi il teorema [corre- 
lativo dì quello di Dbsabgues); 
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Una trasversale arbitraria 
incontra una cooica e i lati 
opposti di UQ quadrangolo 
inscritto in tre coppie di 
punti coniugati in involu- 
zione. 



144. Questa teorema può servire, 
al paro di quello di Pascal (N" 111, 
a destra), a costruire per punti la 
conica della quale siano dati cinque 
punti PQRST(Rz. 106'). Infatti, con- 
ducasi per P una trasversale arbitra- 
ria 1, che segbi le QT, RS, QR, TS 
'ìdA,A',B,B; indi si costruisca il 
punto P' conjugato di P nell'ìnvolu- 
^one determinata dallo, coppie AA', 
BE' (N" 102), e sarà P' un punto 
della conica da descriversi. 

145. All'involuzione determinata 
dai punti AA', BBI appartiene anche. 
(N° 101, a sinistra) la coppia CC de' 
punU in cui la trasversale sega le 
diagonali QS, RT del quadrangolo 
inscritto. 

Inoltre, bastando i punti X^',fi£' 
a determinare l'involuzione, a questa 
appartengono i punti coniugati PP', 
qualunque sia la conica circoscritta 
al quadrangolo QRST; dunque: 

Tutte le coniche circoscritte 
aduno stesso quadrangolo so- 
no incontrate da una trasver- 
sale arbitraria in coppie dì 
ponti in involutiune. 

Se l'involnzione ha due pnntì doppi, 
ciascun di questi terrà luogo di due 
intersezioni PF coincidenti (o infi- 
nitamente, vicine), vale a dire, sarà 
il punto di contatto fra la trasversale 
ed una conica circoscritta al qua- 
drangolo. 



Le dne tangenti condotte 
da un punto arbitrario ad una 
conica e le rette condotte 
dallo slesso punto ai vertici 
opposti di un quadrilatero 
circoscritto formano tre cop- 
pie di raggi coniugati in ìd- 
voluzione. 

Questo teorema pu6 servire, come 
quello di Bkiahcbon (N" 117, a si- 
nislra), a costruire per tangenti la 
conica della quale siano date cinque 
tangenti }>9rtf (Qg. 107*). Infatti, preo- 
dasi in p un punto arbitrario S, dal 
quale si tirino i raggi a, a', b, b' ai 
punti qt,ri,qr, tu; indi si costruisca 
(N» 102] il ra^io p' conjugato di p 
nell'involuzione determinata dalle cop- 
pie aa', bb' ; e sarà p' una tangente 
della conica da costruirsi. 

All'involuzione determinata dai rag- 
gi aa', bb' appartiene anche (N" 101, 
a destra) la coppia ce' de' ^ggi che 
projetlano da S i punti qsrt di con- 
corso de' lati opposti del quadrilatero 
circoscritto. 

Inoltre, bastando i raggi aa', bb' a 
determinare l'invoIuiioDe, a questa 
appartengono i raggi conjngati pp', 
qualunque sia la conica inscritta nel 
quadrilatero qrtt ; dunque : 

Le coppie di tangenti tirate 
da UD punto arbitrario alle co- 
niche inscrìtte in uno slesso 
quadrilatero formano un'invo- 
luzione. 

Se l'involuzione ba dne raggi doppi, 
ciascuno di questi farà le veci di due 
tangenti pp' coincìdenti (o infinita- 
mente vicine], vale a dire sari tan- 
gente in S ad una conica inscritta 
nel quadrilatero. 
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Doiìque, o tÌ sono due coniche 
passaoU per quallro punti dali QRST, 
e Ungenti ad una retta data t [che non 
passi per alcuno de' punti dati), o 
non' Ti è alcuna conica che soddìsrac- 
cia a tali condiitoni. 

14a. Di sei punti AA' . BB . PF 
accoppiali in involuzione, se cinqae 
sono dati , ìl sesto è individuaio 
(N" t02j. Perciò se nella 6g. 106" 
supponiamo data la conica, e varia- 
bile il quadrangolo, in modo che' i 
punti AA'B siano fissi, anche il puuto 
ff resterà invarìahilei dunque: 

Se un quadrangolo, senza 
mai cessare d'essere inscritto 
in una conica, si deforma in 
modo che Ire de' suoi lati ruo- 
tino intorno a (re punti fissi 
in linea retta, anche il quarto 
lato passerà per un quarto 
punto fisso della medesima 
retta. 



9A 
Dunque , o vi sono due coniche 
tangenti a quattro rette date qnt a 
passanti per un punto dato S (non 
situato in alcuna delle rette date), o 
non vi è alcuna conica che soddisfac- 
cia a queste condizioni. 

Di sei ra^i aa' . hb' . ce' accop- 
piati in involuzione, se cinque sono 
dati, il sesto è individuato (N°102). 
Perciò se nella fig. 107' supponiamo 
data la conica e variabile ìl quadri- 
latero, in modo che i raggi a ab siano 
fissi, anche il ra^io 6' resterà inva- 
nabile; dunque: 

Se un quadrilatero , senza 
mai cessare d'essere circo- 
scritto ad una contea, si de- 
forma in modo che tre de' suoi 
vertici corrano su tre rette 
fisse uscenti da uno stesso 
punto, anche il quarto vertice 
si muoverà sopra una retta fissa 
uscente da quel punto. 



a) Lo stesso teorema (a sìoistra) ha Ioog;o per nn poligono qua- 
lunque inscrìtto, di un ntunero pari dì lati. Sia il poligono in- 
scrìtto dì 2» lati, e si deformi per modo che ì suoi prìmi 2n~~l 
lati passino ordinatamente per altrettanti punti fissi d'una retta s 
(fig. 108»). Dal 1' Tertice conducansi le diagonali al 4" vertice, 
al 6% all'8%..., all'antipennltìmo, onde il polìgono rìuscirà diviso 
inn — 1 quadrangoli semplici. Nel prìmo di questi quadrangoli,! 
prìmi tre lati (primi tre lati del poligono) passano per tre panti 
fissi di 3, dunque anche il quarto lato (1* diagonale del polìgono) 
passerà per un punto fisso di 5. Kel secondo quadrangolo, ì prìmi 
tre lati ([& 1' diagonale e ì lati 4° e 5° del poligono) passano per 
tre punti fissi di s, dunque anche il quarto lato (2* diagonale del 
polìgono) passeri per nn punto fisso dì s. Contintiando in questo 
modo si giungerà all'ultimo quadrangolo e si troverà che il quarto 
Iato di questo quadrangolo, ossia ìl 2n-eBmo lato del poligono, 
passa anch'esso per un punto fisso di s. Dunque: 

Se un poligono d'ordine pari 2n, senza cessar mai 
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d'essere inscrìtto in aita conica data, si deforma per 
modo che ì suoi lati, meno uno, passino per altret- 
tanti punti fissi in linea retta, anclie l'ultimo lato 
passerà per un ponto fisso della medesima retta (i). 

b) Se dal punto fisso intorno al quale gira l'ultimo lato si pos- 
sono condurre tangenti alla conica, e ciascuna di esse si praula 
come posizione dell'ultimo lato, i due Tortici situati in questo lato 
riusciranno coincidenti, cioè il poligono non avrà piti che 2n — 1 
vertici. 11 punto di contatto di ciascuna delle due t^genti sarà 
dunque il vertice dì un poligono d'ordine 2n—l inscritto nella 
conica, i cui lati passano per i 2n — 1 punti dati. 

e) B giovane studioso potrà per esercizio dimostrare il teorema 
correlativo : 

Se un poligono d'ordine pari 2», senza mai cessare 
d'essere circoscritto ad una conica data, si deforma 
in modo che i suoi vertici, meno uno, corrano su al- 
trettanti raggi fissi uscenti da uno stesso centro, 
anche l'ultimo vertice si muoverà sopra un raggio 
fisso uscente da quel centro (fig. 109*). 

d) Se quest'ultimo raggio sega la conica in due punti, e in 
ciascuno di questi si conduca la tangente, questa sarà il lato di 
un poligono d'ordine 2n — 1 circoscrìtto alla conica, ed avente i 
suoi vertici nelle 2n — 1 rette date. 



147. Supponiamo i punti S, T infi- 
nitamente vicini sulla conica (fig. 110'}, 
ossia la retta ST tangente ia S; il 
quadrangolo QRST diiiene allora un 
triangolo inscritto QRS , e dal teo- 
rema di Desargues si ha: 

Se un triangolo QRS è inscrit- 
to in una conica, e se una tras- 
versale > incontra la curva in 
due punti PF, due lati del tri- 
angolo nei punti AA' , il terzo 
lato e la tangente nel vertice 
opposto nei punti Bff, queste 
tre coppie di punti sono in in- 
voluzione. 



Suppongansi le tangenti t, ( infi- 
nitamente vicine (tìg. 111*), ossia la 
1 tocchi ia conica nel punto tt; il 
quadrilatero qrit diviene un trìangoitt 
circoscritto qri, e dal teorema del 
N' 144 (a destra) si ha: 

Se un triangolo qn è circo- 
scritto ad una conica, e se da 
un punto S si tirano alla coni- 
ca le tangenti pp', a due ver- 
tici del triangolo le rette aa\ 
al terio vertice ed al punto di 
contatto del lato opposto le 
rette ÌA', queste tre coppie di 
rette sono ìq involmioDe. 



(0 PoMcn', l. e., N* S13. 
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148. Di qui si cava una costni- 
zione della tangente in S alla contea 
della quale sono dali ì cinque punti 
PPORS. Infatti, siano A,A',Bi 
ponti in cui la retta PP' incontra le 
QS, RS, QR; si costruisca (N° 102) 
il punto B" conjagalo di B nell'into- 
lusiooe determinata dalle due coppie 
AA' . PP ; sarà B'S la tangente do- 
mandata. 

149. Suppongaosi ora (6g. ii3>) 
anche i punti Q, R iDflnilamenle vi- 
cini solla conica, cioè sia QR tangente 
in Q\ sicché in luogo dei lati del 
quadrangolo inscritto QRST si avran- 
no le due tangenti nei punii Q, S e la 
corda dì conlatto QS {*). Sicco- 
me le rette QT, RS ora coincidono 
in una sola retta QS, anche i punti 
^, A' coincideranno in un punto uni- 
co, che sarii par conseguenza uno 
d^i elementi doppi dell'involaiione 
determinala dalle coppie PP,BB. 
U teorema di Desaagdes dà pertanto: 

Se una Irastersale sega una 
conica in due paoli PP , due 
tangenti di essa in due altri 
punti BB , e la corda di con- 
tatto in A, questo sarà un pun- 
to doppio dell'inToliizione de- 
terminata dalle coppie PF.fi£'. 
Ossia: 

Se una conica varkibile tocca due 
rette date e passa per due punti dati 
PP, la corda di contatto passa per 
un punto fisso delta retta PP. 

Se, oltre alla conica. Tarlano anche 
le tangenti QV, Sì), restando fissi i 
punti PFBB, ta corda di contatto 
passerà ancora per l'uno o per l'altro 



n 

. Di qui si caia una costrun«ne del 
punto di contatto della tangente i colla 
conica della quale siano date le lan* 
genti pp'qn. ìntMì, siano a, a', b i 
raggi che dal punto pp' proiettano i 
punti qt. ri, ^r ; si costruisca (N° 102) 
il raggio b' conjugato di b nell'iuTO- 
luzìone determinata dalle due coppie 
aa ,pp'; sari b't il punto di contatto 
che si cercava. 

Suppongansi ora anche In tangenti 
q, r ìnQnitamenle Ttcine, cioè sia q 
tangente alla conica nel punto qr; 
allora in luogo dei vertici del quadri- 
latero circoscritto qrtt, si avranno i 
punti di contatto di due tangenti q, i 
e il punto qt ove queste concorrono 
(fig. 113*). Siccome i punti qt,rt 
ora coincìdono in un punto unico q», 
anche I raggi a, a' coincideranno in 
un raggio unico, che sarà per con- 
seguenza uno degli elementi doppi 
dell'involuzione determinala dalle cop- 
pie pp'ybb'. Dal teorema del N" 144 
(a destra) ahbìamo cosi : 

Se da un punto S si tirano 
le tangenti pp' ad una conica, 
e si projellano due punti della 
medesima e il punto comune 
alle tangenti in essi punti me- 
diante i raggi bb', a, sarà a un 
raggio doppio dell'involuzione 
determinata dalle coppiepp',M'. 

Se una conica varìahile tocca due 
rette date pp' e passa per due punti 
dati, le tangenti in questi punti con- 
correranno sopra una retta fissa, pas- 
sante pel punto pp'. 

Se, oltre alla conica, variano an- 
che i punti di contatto delle q, i, re- 
stando fisse le rette pp'bb', il punto 
di concorso qt cadrà ancora nell'uno 



(*) Cioè II rellt che unisce i punti di conUlto delle due laogenti. 
7 Chuoiu, Ekm, di Già», prqjttl. 
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dei punti doppi dell' involuzioBe de- 
lerminala dalle coppie PF . BB'. 
Dunque, dati quattro punii PPBB' 
in lìnea retta, descritta ad arbitrio 
una conica per PP", e condotte ad essa 
le tangenti da 6 e da £' ; se ciascuna 
tangente da B si combina con cia- 
scuna tangente da B', si avranno quat- 
tro corde di contatto, che a due a 
due concorreranno nei punti doppi 
deirinTóluzione PF . BR («). 

IBO. Di qai si ba una costruzione 
della tangente in S alla conica indi- 
viduata da quattro punii PP'(^5e dalla 
tangente in (fig. 112*). lnratti,sìan[i 
A, B i punti in cui PF incontra 
QS e la tangente data ; e si costruisca 
il punto B coniugato di B nell'invo- 
luzione determinala dalla coppia PF 
e dal punto doppio A. Sarà SB' la 
tangente che si cerca. 



nell'altro de' raggi doppi dell'ioiolu- 
zione determinata dalle coppie pp'. W. 
Dunque, dati quattro raggi fp'bb' di 
un fascio, descritta ad arbitrio ana 
conica tangente a p e p', e condotte 
ad essa le tangenti ne' punti in cai 
la segano le rette b,b'; se si com- 
bina ogni tangente relalifa a b con 
ciascuna tangente relativa a b' , si 
banno quattro punti di concorso, cbe 
a due a due si troveranno ne' ra^i 
doppi dell'involuzione pp' . W. 

Di qui si ha una costruzione del 
punto dj contatto della tangente > colta 
conica individuala da quattro tang«iti 
pp'qt e dal punto di contallo di q 
(flg. 113'). Infatti, siano a, h i raggi 
che dal punto pp' projettano rispet- 
tivamente il punto qt e ìl punto di 
conlatto dato; e si costruisca il raggio 
b' conjugato di b nell'involuzione de- 
terminata dalla coppia pp' e dal ra^o 
doppio 0. Sarà sb' il punto cercato. 



151. Nel teorema cbe precede (N" 149) suppongasi che la conica sia una 
iperbole (Rg. 114'); le tangenti date siano gli assintoti, onde la corda QR 
sarà tutta all'infinito. 

L'involuzione {PF . BB' ...} ha dunque un punto doppio A all'infinilo; 
ne segue (N° 51) che l'altro elemento doppio è il punto di mezzo comune ai 
segmenti PP',BB' Dunque: 

Se con una stessa trasversale si tagliano un'iperbole e i 
suoi due assintoti, ìl segmento intercetto dalla curva e il 
segmento intercetto dagli assintoti hanno lo stesso punto 
di mezzo. * 

Dall'avere i segmenti PF^ BB' Io stesso punto di mezzo s^ue che 

PB = B'F e Pff — BF' (3). 

Di qui una regola per costruire l'iperbole della quale siano dati gli as- 
sintoti e un punto (B). 



0) Bruncbon, /. e, p. 20, ! 
(^ Amlunim, l. e. 11, <. 



(•) Apoilonio, /. e, li, 8, 1 
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i6a. Ne) teonma del N' 149 sup- 
pangansi i punti PF iiiiìnilainentevi- 
cìdì (Gg. 115*), cioè sia la trasversale 
tangente alla conica; il punto di con- 
tatlo P sarà l'altro puoto doppio del- 
l'inTolmìoDe determinata dalla coppia 
BB" e dal punto doppio A ; dunque i 
quattro punti PABB' sono armonici 
(te 96, a). Ossia : 

la un triangolo circoscritto 
{VBB') ciascun lato (BB') è di- 
TÌ30 armoDicamente dal suo 
posto di contatto (P) e dalla 
retta che nnìsce i ponti di con- 
tatto (Q,S) degli altri due. 

a) Dal punto A parte un'altra tan- 
gente, il cui ponto di conlatto sia 0. 
I punti armooiei PABB' sono il punto 
di contatto della tauKente AB e quelli 
in cai qnesla sega le altre tre tangenti 
OA, QB, SB"; dunque (N" 113, 6) le 
quattro tangenti AB, OA, QB, SF 
saranno incontrate da qualunque altra 
tangente in quattro punti armonici; 
lale a dire, esse sono quattro tangenti 
armoniche (N* lU). E siccome la 
retta QS, cbe unisce i punti di con- 
tatto delle tangenti conjugate QB, SB" 
passa pel punto A, cosi: 

Se la corda di contatto di 
due tangenti passa pel punto 
di concorso dì due altre tan- 
genti, le 'prime due tangenti 
sono separale armonicamente 
mediante le altre due. 
6) E TÌceversa: 

Se :qiiattro tangenti di una 
conica sono armoniche, la cor- 
da (li contatto di due conjugate 
passa' pel punto comune alle 
altre due. 
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Nel teorema del N" 149 suppon- 
gansi le tangenti pp' infinitamente vi- 
cine (fig. 116*), cioè il punto S sia 
preso sulla conica; la tangente in S 
sarà l'altro raggio doppio dell'inTOlu- 
zione determinata dalla coppia W e 
dal raggio doppio a ; dunque : i quat- 
tro raggi pai*' sono armonici (N" 96, 
a]. Ossia: 

In un triangolo inscritlo(ttU') 
ogni angolo (U') è diviso armo- 
nicamente mediante la tangen- 
te (p) nel vertice e la retta che 
va al punto di concorso delle 
tangenti {q, t) negli altri due 
vertici. 

La retta a incontra la conica in un 
altro punto, la cui tangente sia o. Le 
rette armoniche pabb' sono la tangente 
in S e le congiungeoti di S a tre altri 
punti della conica (punti di contatto 
delle 0, 9, ■); dunque (N° 113, a), 
questi quattro punti saranno proiet- 
tati da qualunque altro punto della 
conica mediante quattro raggi armo- 
nici; vaie a dire, essi sono quattro 
punti armonici della contea (N° 109). 
E siccome il punto di concorso delle 
q,t è nella corda di contatto delle 
p, 0, cosi : 

Se il punto di concorso delle 
tangenti in due punti è situato 
nella retta che congtunge due 
altri punti, i primi due punti 
sono separati armonicamente 
mediante gli altri due. 
E viceversa; 

Se quattro punti di una co- 
nica sono armonici, il punto di 
concorso delle tangenti in due 
punti coniugati giace nella ret- 
ta che congiunge gli altri due. 



153. Questi due enunciati correlativi si possono fondere in un solo e me- 
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desimo teorema , in virlù deOa proprìeti già veduta altrove (N* Hi e 413, e) 
che se quattro puati di una conica sono arniDnìcI, le quattro langentr in 
essi sono armoniche e viceversa. E allora potremo dire: 

Se due tangenti di una conica concorrono in uà pnnto 
della corda di contatto di due altre tangenti, viceversa 
il punto di concorso di queste sarà nella corda di conlatto 
delle prime due; e le quattro tangenti (del pari che i loro 
punti di contatto) costituiscono un gruppo armonico {*). 

Nella 6g. 115% come QS passa per A, cosi OP passa per U, punto co- 
mune alle QB, SB' ; e come sono armoniche le quattro rette U{Q.S .P. A), 
cosi sono tali Ìb A {O.P .Q. 0). 

Nella Sg. 116', come il punto qt è in a, cosi il pdnto op è nella u che 
congiunge i contatti delle g, «; e come sono armonici i quattro punti 
«(f.t.p.a), cosi sono tali i quattro punti a(o.p.q.ti). 

154. Esempio. — La conica sia un'iperbole (fig. 1 11') ; gli assintoti sodo 
due tangenti , la cui curda di conlatto QS k la retta all'inllnito. Perciò due 
tangenti parallele avranno i loro punti di contano in linea retta col ponto 
di concorsa U degli assintoti; e viceversa se pel punto U si conduce uDa 
trasversale a segare la curva in due punti P, 0, le tangenti in questi punti 
sono parallele. I due punti di contatta P, hanno il loro punto di meno 
nel punto U, perchè in generale (flg. 115*) il gruppo UVPO è armonico, 
e nel caso attuale V è airìnlìnìlo. 

Una tangente qualunque sega gli assintoti in due punti BB' separati armo- 
nicamente dal punto dì contatto P e dalla corda di conlatto, che è la retta 
all'inQnilo; dunque Pei) punto di mezzo fra e fi*; ossìa 

La porzione di una tangente dell'iperbole intercetta fra 
gli assintoti è divisa per metà dal punto di contalln (2). 

Questa proposizione è uri caso particolare di quella enunciala al N'ISI. 

155. Siccome in virtù del teorema di Desargues (N" 143) le coppie di 
punti Pf , AA' . BB" (fig. 106") sono in involuziune, cosi ba luogo l'ugua- 
glianta di rapporti anarmonici {PPAB)^{FPA'B'), ossia 

PA_ PB^_^ PA 
PA- PB~FS- FA'- 

Ma PA : PA è uguale al rapporto delle distante (prese in una direzione fis- 
sata ad arbitrio) de' punti P, P' della retta QT; e un significato analogo 
hanno gli altri rapporti contenuti nella suesposta equazione; sicché questa 
potrà scriversi cosi : 

iàl.i^-ill.iél 

(vty(iO'-(B-)'(-4')" 

(>) Delahihe, l. C, Ijb. t, 30. ~ Steinrh, /. e, p. 4o^. 
(•) Apollonio, l. e, II, 3, 9. 
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ossia 

(A) . (A) _ (Ay . (A) 
{B).(Bì~{By.{ff)" 
doTe {A), {A'], (fi), (ff) siano le distarne (perpendicolari od oblique sotto an- 
goli dati) del punto P dai lati QT, US, QR , fS del quadrangolo inscrido 
QBST ; ed {A)\{A')', (fi)', (fi')' siano le distante (sotto angoli risp. uguali ai 
primi) del punto P dai lati medesimi. L'equazione precedente dice adnn- 
qae che il rapporto 

W ■ (A) 
(B) • (ff) 
è una quantità costante, qualunque sia il punto P della conica ; ostia : 

Se OD quadrangolo è inscritto in una conica, il prodotto 
delle dÌBtanie di un punto qualunque della cuna da dne lati 
opposti ha un rapporto costante col prodotto della distarne 
dello stesso pnnlo dagli altri due lati opposti {^. 

■156. Cosi pure, si pub mettere sotto una forma analoga il teorema cor- 
relatifo a quello di Desirgdes (M° H3, a destra). S'indichino con fi, T, T^, Bf 
i vertici qr, qt, tt, w del quadrilatero circoscritto qrrt (fig. lOT); con P, P 
le interseiioni delie tangenti pp col lato q\ e con Pi , Pf quelle delle stesse' 
tangenti col lato opposto i. In virtù del teorema N* 143, 6), sono uguali i 
rapporti anarmonici (BTPP), {B^T^P^P,'ì, cioè si ha 
RP fii'_fitPi B,P4 
TPfP~TiPt ■ TtPi" 
ossia 

BP. T,Pt _ BP . TjP,- 

TP. fi,p,~r/>'.fi,Pj" 

Ma BP : TP è ugnale al rapporto delle distanze (prese ìn una slessa dire- 
none, del resto arbitraria) dei punti B, T dalla retta f, ed analogamente 
T^Pf : B^P^ è uguale al rapporto delle distanze dei punti Tf, B^ dalla me* 
desima retta p. L'uguaglianza suesposta esprime adunque che la quantJtJi 
BP.T,P, 
TP . B^P, 
è costante, qualunque sia la tangente p. Ossia : 

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica, il pro- 
dotto delle distanze d'una tangente qualunque da due ver- 
tici opposti ha un rapporto costante col prodotto delle di- 
stanze della tangente medesima dagli altri due lertici (>). 

(') Questa proposizione da Cbaslis è denominala teorema di Pappo, perchè risponde 
■I celebre problema ad qualìtor lineas di qnest' antico geometri: chr. Aper^ hii~ 
torique, p. 37 e 33S. 

(^ Cuiufi, Stet. anùquet, N* 96. 
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% IS. Mementi uniti, ed elementi doppi. 

157. Abbiansi due fasci projettÌTÌ di rag^, concentrici o no, e 
pel loro centro comune o pei loro centri 0, Qf s'imagini descritta 
nna conica (o un cerchio), che seghi i raggi del primo fascio in 
A, B, C, ... ed i raggi del secondo in A'f B', C, .... Queste due serie 
di pnnti s'imaginino progettate da due nuoTÌ ponti 0,, 0,' (o da uno 
stesso punto) d'ella conica; i due filaci progettanti Oi{ABC...) , 
QjÌA'B'C' ...) saranno (N° 113, o) rispettiyamente projettivi ai dne 
fasci dati 0(ABC...), 0{A'B'C...), epperò projettivi fra loro. 

Le due serie .di punti ABC..., A'B'C ... si diranno 
projettÌ7e (i). 

a) Frojettinsi ora queste due serie (fig. 118*) da dne punti cor- 
rispondenti delle medesime, per es. A, A. I fasci projett&ntì 

AiA,B,C,...), AiA\B',G-...) 

saranno projettivi ; anzi prospettivi, a cagione del raggio unito AA'. 
Dunque (N* 62, b) le coppie di raggi corrispondenti si segheranno 
sopra - una retta fissa , ossia i pnnti comuni alle coppie dì rette 
A^' e A'B, AC e A'C, AD' e A'D , ... saranno in una sola e m»- 
desima retta s. Un punto qualunque di questa retta s, congiunto 
ad A\A, darà due rette che segheranno di nuovo la conica in 
due punti corrispondenti delle serie ABCD..., ABCB' .... 

Si gÌQugerebbe alla medesima retta s, se invece di A, A si 
adoperassero come centri di projezione due altri pnnti corrispon- 
denti, per es. B', B. Infatti , dal teorema di Pascal si ha che , 
essendo AB'CA'BC un esagono inscritto, il punto comune alle 
BC, BC è nella retta che passa pel punto comune alle A'B, AB", 
e pel punto comune alle A'C, AC (N" 117, a destra). 

h) Ogni punto M, comune alla conica ed alla retta s è un punto 
unito delle due serie ABC..., ABC .... Infatti, le rette MA, MA 
. incontrano di nuovo la conica in uno stesso punto M, cioè in M 
sono riuniti due punti corrispondenti delle due serie projettive. Sc^e 
daciftche le due serie avranno due punti uniti, uno solo, 

{') Staudt, Beitràge ittr Geonutrie dtr Lage (Nùrnberg 1866-57-60), N" 7. — 
Rbti, (. &, I, p. 102 e seg. 
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o.Besaniio» secondochè la retta s segliì la conica in due 
panti (fig. 119*, a), la tocchi in nn punto {&g. 119*, b), 
non abbia eoa essa alcan ponto comnne (fig. 119*, e). 

e) Salle cose premesse si raccoglie che due serie projet- 
tÌTe di pnnti in nna conica sono indiTidnate da tre 
coppie di pnnti corrispondenti {A, A'), {B,B'), (C,C'). 
Per trovare altre coppie di pnnti corrispondenti e per ottenere i 
ponti uniti, se esistono, basta costraire la retta s che passa pei 
tre ponti di concoreo delle coppie di lati opposti dell'esagono in- 
scritto AS'CA'BC (fig. 85», 118' e 119»). I pnnti nniti sono 
quelli che s ha comnni colla conica; e dne pnnti corrispondenti 
qoalonqne B, D' sono tali che le rette A'D e AD' (onero B'D 
e BD', ovvero CD e CD') si seghino sn s (i). 

158. lo luogu di serie projeltive di punti in una conica, si pos- 
SODO anche considerare serie projfttlÌTe di tangenti. Se o, o' sono 
due rette (distìnte o sovrapposte} punteggiale projettive, descrivasi una conica 
che tocchi ed o' ; e da ogni coppia di punti corrispondenti A ed A', B e fi*, 
C 6 C, ... si eooducino alla conica le tangenti a ed a', b e b', e e e' .... 
Se ora si segano queste due serie di tangenti abe ... , a'b'e' ... rìsp. con due 
altre tangenti o^,*))', si otterranno due nuove punteggiate rìsp. projettìve 
alle date (S" US, b), «pperò proiettive fra loro. 

Lfl due serie ode ... , a'b'e' ... di tangenti di una conica , do- 
tata della proprietà d'essere segate da qualsiasi altra tangente delta curva me- 
desima in pnnti costituenti dne punteggiate projetlive, diconsi projettive. 

a) Suppongasi la prima serie segata colla retta a, la seconda colla retta a. 
Le punteggiate projettive che ne risultano sono prospettive, a cagione del 
punto onilo aa' ; dunque le altre coppie di punti corrispondenti a'b ed ab', 
a'ceiac',... sono in linea retta con un punto lìsso S. Questo punto non 
cambia se si adoperano come trasversali due altre tangenti b' eb; infatti, es- 
sendo aò'caV un esagono circoscritto, le rette che uniscono le coppie di 
vertici opposti a'b ed ab', a e ed ar''b'c e be' concorrono in uno stesso punto, 
in virtù del teorema di Brianchok (N° 117, a sinistra). 

i) Se per S si possono condurre tangenti alla conica, ciascuna di esse è 
nn faggio unito delle due serie projettive abe..., a'b'e' .... 

e) Due serie projettive abe ... , a'b'e' di tangenti di una conica sono indi- 
vidnate da tre coppie di rette corrispondenti (a, a'), (b, b'), (e, e'). Per tro- 
vare altre coppie di rette corrispondenti e per ottenere le rette unite, se 
esistono, basta costruire il punto S comnne alle diagonali che congiungono le 
coppie di vertici opposti dell'esagono circoscritto ab'ca'bc'. Le rette unite sono 

(') Sthhbii, (. e, p. ili. 
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le langenti per S ; e due rette corrìspondeoti qualunque d , d' sono tali che i 
poDti a'd, ai (ovvero h'i e hi, ovvero c'd e cif) siano in linea retta con S. 

d) Una serie di punti ABC ... di una conica ed una serie di tangenti ohe ... 
della stessa conica diconsi projeltìve, se il fascio di raggi che proiettano 
ABC... da un punto qualunque della conica è projetlivo alla punteggiala clie 
le rette abe ... segnano sopra una langenle qualunque della conica medesima. 

Una serie di punti ABC ... o ài langenti abc ... di una conica dicesi pro- 
iettiva ad usa punieggiata o ad un fascio, le la punleggiata o il fascio è 
proiettivo a) fascio di raggi che proiettano ABC... da un punto qualunque 
della conica o alla punteggiala che dalle obc ... è segnata sopra una tangeate 
qualunque della conica medesima. 

e) Premesse queste definizioni, se colla denominazione di forma di 
1' specie, oltre alle punteggiate ed ai fasci, si abbracciano le serie di 
punti di tangenti di una conica {*), si può ora enunciare la proposizione: 
due forme di 1" specie, proiettive ad una terza (della stessa specie), sono 
proiettive tra loro (cfr, N» 35). 

f) Dalle definizioni medesime segue ora che il teorema del N" 113, e) si 
pub enunciare nel seguente modo : 

Una serie qualunque di tangenti di una conica è proiettiva 
alla serie dei punti di contatto. 

g) Siano dunque ABC... , A'ffC ... due serie proieltive di punti della co- 
nica; ed abc...,a'b'c' ...lelangentirisp. inquei punti. Le serie abc...,a'('c'... 
di tangenti saranno risp. proiellive alle serie dei punti dì contatto ABC ... , 
A'ffC ... , epperf) proiettive fra loro. Sia s la retta nella quale si segano le 
coppie dì rette analoghe alle AB ed A'B, AC ed A'C, BC e ffC, ... ; ed 
S il punto col quale sono allineate le coppie di punti analoghe ad ab' ed a'b, 
ae ed a'c, be' e ('e, .... Se s sega la conica in due punti M, N, questi sa- 
ranno i punti uniti delle serie ABC ... , A'ffC ... ; le tangenti m, nìo H[,N 
saranno perciò i raggi uniti delle serie abc..., a'b'e'...; dunque le m, n 
concorreranno in S. 

■ h) Da tutto ciò si raccoglie che alla considerazione di una serie di tan- 
genti si può sostituire quella dei punti di contatto, o viceversa. 

159. Invece di due fasci projettivi e del resto qaalisivogliiuio, 
come nel N" 157, consideriamo nn'involnzione di raggi nscenti da 
nn pnnto 0, i quali siano segati da una conica descrìtta per 
nelle coppie di punti AA', BB', CG',.... Projettinsi ora qnesti da 
nn altro punto qualunque 0^ della conica; come sono per ipotesi 

P) Coli' Introd azione di queste nuove forme di 1' specie, alle operixioni del segire 
con una retta e del proiettare mediarne raggi uaceuti da un punto, se ae aggiaogono 
due altre: quella dì segare dd fascio di raggi con una conica pasunle pel centro dal 
bscio, e quella di projetlara una ratta punle^jala nedìanle It Ungenti <U una cobìu 
loceita dalli retta dati. 
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(N'93,94)projettmifa8ciO(-4.^'.£.C...),0(^'.^,B'.Cr.„), 
cosi sanumo (N* 113, a) pur proJettÌTi i fasci 0^ {A.A' . B. C...), 
Oi{A .A.B' .C ...); cioè anche i raggi projettanti da 0, saranno 
accoppiati in inToluzioDe. In gnesto caso si dice che le dae serie 
projettiTe di punti ABC..., AB'C ... della conica costi- 
taiscono un'inToInzione, ossia che si ha nella conica 
nn'ìnTolazione formata dalle coppie dì ponti conjngati 

aa:,bb,gc\... (1). 

a) Cosi pure, se si ha un'iovobizione dì pnnti in soa retta o, e dalle coppie 
di punti coBjugat) si coodueano ad una conica toccata da o le coppie di tan- 
genti aa,hìi ce, ... queste saranno segate da qualunque altra tangente io 
punti costituenti un'inToluiione ; epperb si dirà che aa' .U' .ce' ... è un'in- 
Tolozìone di tangenti della conica (ztt. N* 158). 

b) Se pilli coppie di tangenli oa' . W .te' ... di una conìc» formano no'Jn- 
Toluùaite, anche i loro punti di contatto AA .BB' .CC ... saranno in in- 
Tolutione, e Viceversa (N° 158, {). 

160. De' sei punti arbitrari ABCA'S'C considerati nel N' 167,c), 
prendasi C' infinitamente Ticino ad .^, e C infinitamente vicino ad 
A'. Allora le serie ^TOjettm {ABA' ...), (A'B'A...) formano l'in- 
Tolozione (AA' . BB' ...), e l'esagono inscritto ABCA'BC si mota 
nella figura costituita dal quadrangolo inscritto ABA'B, e dalle 
tangenti ne' vertici opposti A, A' (fig. 101% 120*). Dunque: 

Dne coppie di pnnti (AA'), (BB) dì una conica in- 
dividnano in essa nn'involnzione. 

a) Per trovare altre coppie dì punti copjugatì ed t pnnti doppi, 
basta costruire la retta s che congìnnge il punto comune alle 
Aff, A'B, col punto comune alle AB, AB , vale a dire la retta 
che unisce i ponti d'incontro deUe coppie di lati opposti del qua- 
drangolo inscritto AB AB. I ponti comuni ad 5 ed alla conica 
sono i punti doppi. Boe punti coigugatì C, C sono tali che le rette 
AG, AC (ovvero le AC, AC, ovvero le BC, B'C, ovvero le 
S'C, BC) ai segano snlla s. 

V) Anche le tangenti in due punti coigugatì, come AA, BB' ,... 
BÌ segano sempre sulla s (N" 129). 

e) Siccome le coppie di rette BC e B'C, CA e C'A, AB 
e AB' si segano in tre ponti di una stessa retta s, cosi i trian- 

StAtmr, Bt^rUfi, N* 70 • h|. 
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goli (1) ASC, A'S'C sono omologia (N* 13) ; donqiie te rette AÀ% 
BB', ce concorrono in uno stesso punto S. A determinare qnesto 
{tonto bastano le AA', BB' ; dungne: 

Due punti conjugati qualunque deirinvolnzione sono 
in linea retta con un punto fisso S. 

altrimenti: 

Ogni retta per S, la quale seghi la conica, dà dae 
punti conjugati dell'involuzione. 

(f) Si 6 veduto che , se $ ha comaui colla conica due punii M, N, 
questi Bono i punti doppi dell' involuzione. Dunque le tangenti in 
M, N concorreranno in S. 

e) Viceversa, le coppie de' punti in cui una conica è segata 
dai raggi di un fascio, il centro S del quale non sia un pnato 
della curva, costituiscono un'involuzione. Infatti, se{AA'),{BB^ 
sono i punti d'intersezione della conica con due raggi, le due coj^ie 
AA', BB' individuano un'involuzione, nella quale dne punti con- 
jugati sono sempre in lìnea retta con nn punto fisso, cioè con S. 
Se l'involuzione ha punti doppi, essi saranno le intersezioni della 
conica colla retta s che contiene il punto comune alle AB, A'B', 
ed il punto comune alle AB", A'B. 

fi Se dai van punii di una reità i si conducono alla conica le coppie di Us- 
genli aa\ bb', ce', ... , queste formano un'involozione. Infatti, siano AÀ'^ BS, 
ce i punii di contatto delle relie aa', bi', ce', ed S il punto ove concorrono 
le corde AA', BB' \ nell'involuiione determinata dalle coppie AA', BB" , due 
altri punti conjugati qualunque saranno allineati con S. Il punto C e il suo 
coniugato sono dunque in una retta passante per S; e le tangenti in questi 
punti devono concorrere sulla retta colla quale concorrono aa' e bb', cieè 
su i; dunque il punto coDJugato di C è C'. Vale a dire: AA' . BS .CC 
sono coppie di punti in involuzione, epperò aa' . ib' . ce' sono còppie di tao- 
genti in iovoluiione (N" 159, b). 

g) Se ^, jy sono i punii doppi di un'involuzione AA'.BB',,. di punti 
d'una conica, s'è già veduto {a) che AB, A'B", MN sono tre rette concor- 
renti in un punto (come pure A'B, AB', MN). Dunque, pel teorema e), si ha: 

Se AA' . BS sono due coppie di elementi conjugati ed MN gli 
elementi doppi d'anMavoloiione, saranno JfJV.^B.^'Ffecosl pure 
MN . AB' . A'B) tre coppie di elementi conjagati in una nuova involutione. 

h) La retta s sega la conica, se il punto S è estemo (fìg. 1 30*, a), 
cioè se delle due coppie AA, Bff l'nna ò tutta intema o tutta 

(<) Cod par* s(»o omoto^j A'BC ed AB'C AB^C ed A'BC, ASC ed A'WC 
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estanta all'altra; invece se l'nna delle coppie è separata mediante 
l'altra, il pnnto S riesce intemo , e la retta s tntta esterna alla 
conica (fig. 120*, ò). Dnnqae ritroviamo di nuovo la proprietà 
(S' 98): 

Dn'inTolnzione ha due elementi doppi, se dì dne cop- 
pie dì elementi conjagati, l'nna è tutta interna o tntta 
esterna all'altra. Un'involnzìone non ha elementi 
doppi, se di dne coppie d'elementi coniugati, l'nna è 
separata mediante l'altra. • 

Non può accadere mai che nn'inToInàone propriamente detta 
abbia en solo elemento doppio. Infatti, se s fosse tangente alla 
conica, S sarebbe il panto dì contatto, e in ciascuna coppia di 
punti conjugati, uno coinciderebbe sempre con S (c&. N* 96, e). 

161. Se (MNAB...), (MNA'K) sono dne serie projettive di 
pnnti in nna conica, ì ponti nnitì saranno 3f ed ^, e la retta MN 
conterrà il pnnto comune alle AB, A'S (N" 157, 6). Suppongasi 
ora che, se il ponto B" s'accosta infinitamente ad A, anche Bei A' 
divengano ìnfinìtameuto prossimi, sicché le posizioni limiti delle 
rette AS' , A'B siano le tangenti in A, A (fig. 121'). Uà se 
MNAA', MNA'A sono gruppi corrispondenti in due serie projet- 
tive, ciò vnol dire che, projettando questi punti da nn pnnto fissato 
arbitrariamente sulla conica , i dne gruppi di raggi projettanti 
mnaa', mna'a sono projettiri ; cioè che il grappo mnaa' è armonico 
(N" 65). Avremo dunque il teorema (già ottenuto al N° 152): 

Se quattro punti MNAA' di una conica sono armo- 
nici, le tangenti in dne punti coniugati, per es. A e A', 
concorrono sulla retta che unisce gli altri dne. 

Ovvero (N» 113, e): 

Se qnattro tangenti di nna conica sono armoniche, 
due coniugate si segano sulla retta che unisce i punti 
di contatto delle altre dne. 

Di qui segue che, se pel punto S comune alle tangenti in M, N, 
sì conducono le rette a segare la conica in (A, A"), (B, B), (C, C'),... 
tntte queste coppie dì punti saranno separate armonicamente me- 
diante 2i£N. Dunque le coppie di tangenti alla conica in A e A', 
BeB', Ce C,... concorreranno sulla MN. 

in altre parole: 

Se^da nn punto sì conducono ad una eonìea due tan- 
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genti ed nna segante, i dne punti di contatto e i due 
pnnti di segamento formano un gruppo armonico. 

a) I punti (AA"), (BB^, (CC), ... costituiscono un'inToluàone, 
i cui punti doppi sono MN (N" 160, e, d). ArrÌTiamo dunque di 
nuovo alla proprietà che, se l'iuToluzione ha due elementi doppi, 
questi sono separati annonicamente mediante due elementi coiga- 
gati qualunque (N° 96, a). 

b) La conica sia un circolo (Gg. 122*). Allora ì Iriangoli simili SÀM, 
SMA' dònno * 

AM : MA' = SM : SA', 
« i triangoli simili SAN, SUA' 

AliiNA'=SN -.SA'; 
ma SM-=SN, dunque: 

AM _ A'M 
AN~ AN' 
eisia 

AM.A'N = AN.AM. 

Siccome it quadrangolo AMA'N è inscrìlto nel cerchio, cosi si fu pel nolo 
teorema di Tolomeo (*) 

AA .MN = AM.A'N+AN. AM . 

dunque pel quadrangolo formalo da quattro punti armonici si ha : 

1^^' .MN=AM.A'N=AN.A'M. 

162> Le proprietà contenute nel N° I5'7 e ne' seguenti forniscono im- 
mediatamente la soluzione del problema: 

Costruire gli elementi uniti di due forme projettÌYe so- 
vrapposte, e gli elementi doppi di un'inToluzione. 

a) Sia il centro comune dì due fasci projettiri , indifiduati mediante tre 
coppie di raggi corrispondenti (fig. 123*). UescrÌTasi per un cerchio che 
seglii le Ire coppie di raggi dati in {A, A'), (fi, F), (C, C). Trovisi il punto 
H comune alle rette AB, AB-, e il punto Q comune alle rette AC, A'C. Se 
U retta QR sega il cerchio io due punti If, N, saranno OM, ON i raggi uniti 
domandati. 

h) Siano AA', DB, CC tre coppie dì punti corrispondenti in due pun- 
t^giate projettive sovrapposte u,u' (fig. 124*); e si vogliano costruire i 
punti uniti. 

(■) BkmtMi,-Pi«mmttria, pig. ISl. 



ib.Googlc 



Da un ponto di dm cìrconferenn traeeiata ad arbitrio, i panli datili 
proJBtUno salta circoafOTeoca in' A^A^\S^B^^C^C^' {*). Trovisi il paolo A 
comune alle ratte A^Bt', A'^B^. e il pnnlo Q comune alle A^Cì, A\C\ (o il 
punto P coniane alle Bfiì, Bi'Ct). Se la retta PQR sega il cerchio in duo 
punti U^^ Nf, e si projettioo Mf, JVj da Oia M, N sulla retta data, saranno 
Jtf^ i punti uniti domandati (3). 

e) Se i due Tasci in a] sono in insolazione, a individuirli bastano due coppie 
di raggi coniugati (fig. 125'). Col cerchio descritto per seghinsi quei raggi 
in {A, A'], {B, ff) ; sia R il punto comune all4 AB, AB; e Q il punto co- 
munt! alle AB, A'ff. Se la retta QR sega il cerchio in due punti M, N, sa- 
ranno OM, ON i raggi doppi dell'i nrohuione. La retta QR non sega il cerchio 
quando il punto 5, comune alle AA', BB, i interno al cerchio. 

d) Siano AA, BB dne coppie di punti conjagati di un'involunune di punti 
in linea retta, e si domandino i punti doppi (Ag, 126'). 

Da un punto di una circonferenza tracciata ad arbitrio, i punti ddU Ten- 
gano projetlati snlla circonferenia in A^A^', B^B^'. Sia R ìl punto comune 
alle A^B^', A^'B^ ; e (J il punto comune alle A^Bi^ ^'^ì- Se la rutta QR 
sega il cerchia in J(f|, JV^ e si projettino questi punti da in |f , JV sulla 
retta data, saranno M, N ì punti doppi domandati. 

163. Bitennto il caso e) delI'iiiTolnzìoDe, se ìl punto 8 comune 
alle rette AA'tBB',... è il centro del cerchio (flg. 127»), cioòse 
le AA', BB', ... sono altrettanti diametri del cerchio, ciascun ragg:io 
OA, OB, ... sarà perpendicolare al sno conjngato : Tale a dire lla- 
Tolozioiie sarà in questo caso costituita da tutti gli angoH retti 
che hanno ìl eentro in 0. 

Ha se 8 non è ìl eentro del cerchio, per 8 passerà nn solo dia- 
metro, così che, detti C,Ci pnntì d'intersezione del cerchio con 
questo diametro, ì raggi OC, OC saranno perpendicolari fra loro, 
e saranno i soli raggi coniugati dotati di questa proprietà (fig. 128*). 
Ossìa: 

TJn'lnTolnzione di raggi o è tntta costituita da angoli 
reiti, contiene uno ed un solo angolo retto, i cui lati 
siano raggi conjagati. 

164. Questo teorema non 6 che un caso particolare del seguente. 
AhbianBi dne distiate inroluzioni di raggi tutti concorrenti in un 

punto 0; ed un cerchio descritto per seghi ì raggi conjugati 
della prima iuToInzìone nelle coppie di ponti {AA' . BB ) e 

C) Nelli fignhi, eJascDD ponto della retti daia e la saa projeiione da sul cercbin 
san iadicali eolia «lessa lelleri. 
(») STE'mra, /. e, p. 68 e (74. 
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quelli della seconda in (OG' . EH" ....). Sia S il ponto comanB 
alle AA\ BS', ... , e X U punto, comune alle GQ', ER, ... Se la 
retta 8T%^^ il cerchio in due ponti E, E\ questi saranno conja- 
gati in entrambe le invoitmoni, perdio allineati sì con 8, si con T. 
Cerchiamo ora in quali casi la retta 5T riesca spante il cerchio. 

In primo luogo, ciò avrerrà se almeno uno de' ponti 8, T sìa 
interno al cerchio (N' 160, A), cioè se almeno una delle inrola- 
zìoni sia prira d'elementi doppi (fig. 129*). 

Se i punti 8, T ^mo entrambi esteriori, cioè se entrambe le in- 
Tolnaoni posseggono elementi doppi, e questi siano OM , ON ^t 
l'nna, OTJ, OV per l'altra, i raggi OE, OE' dovranno separare 
armonicamente sì la coppia OM, ON, sì la coppia OU, OY.^Ìa 
(ff ' 55, (i) affinchè esista una coppia d'elementi OÈ, OE' che formi 
un groppo armonico si colla coppia OM, ON, si colla coppia OU^ 
OV, é> necessario e sufficiente che di queste due coppie l'una non 
sia separata mediante l'altra; dunque: 

Bue involuzioni sovrapposte (ossia contenute in una me- 
desima forma di 1' specie) hanno sempre una coppia co- 
mane d'elementi conjagati, eccettuato il caso che en- 
trambe le involuzioni siano dotate d'elementi doppi, 
e gli elementi doppi dell'una siano separati mediante 
gli elementi doppi dell'altra. 

La lìg. 130* (del pari cbe la 129*) ci pressata i casi di due iaTolutioot 
con nna coppia cornane EB' di elementi conjugati. La lìg. 131* illustra invece 
il caso in cui la coppia comune non esìste. 

a) Il problema che precede (cioè la ricerca della coppia d'elementi con- 
jugalì comune a due inrolazioni sovrapposte) rientra in quello di deternii- 
nare (io una punleggiata, in un fascio o in una conica) due elementi che 
formino sistema armonico coU'una e coU'altra di due coppie date (N° 55, di. 

Si traiti per esempio di punti situali in linea retta; si projeitino le coppie 
date sopra un circolo da un punto del medesimo; le proiezioni siano 4fjV, 
UV (6f. 130*). Le tangenti al circolo in MS concorrano in S; le tangenti 
in U, Y concorrano in T. Se la coppia MN non è separala mediante la coppia 
VV, la retta ST segherà il circolò in due punti BE' , e questi saraono i 
domandali. 

b) I punti doppi dell'involuzione determinata dalle coppie AA' . BB costi- 
tuiscono la coppia di elementi conjugati comune a due altre ÌUToluiìoni, l'una 
determinaU dalle coppie AB . AB', l'altra dille coppie Aff .A'B(tV 160, g). 

Di qui sì cava nna maniera di costruire i punti doppi deirìnToluiìoiie de- 
. lerminaU dalle coppie AA' . BB' di punti in linea retta. Prendasi ad arbì- 
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trio no punto G faori delta retta data e descrivaosi i eircott GAB, OA'B', 
i qoBli aTrtnoo un altro ponto cornane H; cosi pure sia K la seconda in- 
tersezione dei eircoR GAB", GA'B. Ogoi circolo descritto pei punii Ctfin- 
coDlra la retta data in due punti coniugali dell'infoluiione AB . A'ff (N* 98), 
ed analogamente (^i circolo per GK dà duo punti conjugali deli^nioluzione 
Aff . A'B. Dsnqoe, se si descrive il circolo GHK e se questo incontra ta 
retta data, i due punti d'intersezione saranno gii elemeati doppi delt'intohh 
zinne AA' . BBf {<). 

165. Dalle cose che precedono risulta «he la ricerca dei punti uniti di 
due serie projettire di punti ABC ... , A'BC ... di una conica (e per coo- 
s^nenza degli elementi Aniti di due qualisivogliano fonne projetlite sovrap- 
poste) ai riduce alla costruztciiie della retta f , sulla quale si segano le coppie 
di rette AB" e A'B, AC e AG, BC e ffC... E cosi pure la ricerca de4 
punti doppi d'un'involDiiòne AA' . BB ... si riduce alla coslrurione della 
retta «, sulla quale si segano le coppie dì rette j40 ed A'f, 'IS' ed J4'S, ... 
onero le coppie di tangenti in A ed A\ B t S, ... 

Viceversa, se è data ad arbitrio una retta > (non tangente alla conica), 
riesce determinata un'iuToluiione dì punti sulla conica ; giacché basta con- 
durre tlai tari punti di t le coppie dì tangenti alia conica, e i punii di con- 
tallo formeranno le coppie dì punti coniugati. 

Invece, perchè siaao determinate due serie projettive ABC... , A'BC ... , 
. bisogna che, oltre alla retta i, sia data una coppia di punii corrispondenti 
AA; ciascun punto di i unito ad A, A' dà due rette che incontreranno di 
nuovo la conica risp. in due punti corrispondenti B', B. 

Due serie proiettive di punti determinano un'involuzione; imperocché dalle 
due serie si deduce la retta i e questa individua l'inToluzione. Se le due 
seria hanno due punti uniti , questi sono anche gli elementi uniti ddl'in- 
Toluuone. 



1 19. Problemi di 2* grado. 



: 166. Proslbka. — Dati cinque 
punti 0, <y, A, B, C di una conica, 
trovare le intersezioni della curva con 
una data retta <. 

SoLDuoHS. — Se da e da O* (fi- 
gura 132*) si proiettano gli altri ponti 
A,'B, C, ... della conica, i fasci 
OiA,S,C,...), (y{A,B,C,...) sono 
proiettivi, epperò segheranno la tras- 
versale 1 in punti formanti due pun- 

(•) QuaLBS , Géom. tup., N' f83. 



Date cinque tangenti o, o', a, b, e 
dì una conica, trovare le tangeoti che 
si possono condurre alla cnrva da un 
dato punto S. 

Se colle rette o, o' (Gg. 1^') si se- 
gano le allre tangenti a, b, e, ... della 
conica, le punteggiate 0(0, b, e, ...),' 
o'{a, b, e,...) sono proiettive, epperd 
si proietteranno dal centro S me- 
diante due fasci projettÌTì concentrici. 
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le^^atA projeltive sovrapposte. Se M 
è un puqlo unito di queste punteg- 
giate, sarit M un ponto della conica, 
percbò in M si segano due raggi cor- 
rispondenti de' dua fosci. Dunque i 
punti comuni alla conica ed alla retta 
1 altro BOB SODO cbe i punti uniti delie 
due pante^ìate projettive sovrappo- 
ste, determinate dall'incontro .di t 
colle tre coppie di raggi corrispon-. 
dènti Oà ed O'A, OB ed O'B, OC 
ed O'C. Questi punti uniti possono es- 
ure due, uno solo o nessuno, cioè 
la retta i può segare la conica in due 
punii, toccarìa in un punto o non in-, 
contrarla affatto. Per la costruzione 
de' punti uniti veggasi il N* 162, b). 

Nello stesso modo si risuWe il pro- 
blema, so della conica fossero dati 
quattro punti 0, 0', ^, fi e la lan- 
geule in ; ovvero (re punti 0, 
ff, 4 e le tangenti o, o' in 0, &. Nel 
primo di questi casi , i fasci sareb- 
bero determinati dalle tre coppia di 
raggi ed O'O, OA ed O'A, OBei 
O'B ; nel secondo caso dalia (re cop- 
pie ed (yO, 00' ed o', OA ed OA. 

Se della conica fossero invece date 
cinque tangenti, ovvero quattro tan- 
genti ed un punto di contatto, ovvero 
tre tangenti e due punti di contatto, 
si potrebbe cominciare dal costruire 
(NI 134, 140, Ul, b) gli altri punti 
di contatto; allora il problema sa- 
rebbe ridotto ad uno de' casi cbe pre- 



Se m é nn raggio unito di quesU b- 
sci, sarà m una tangente della conica, 
percbè in m cadono due punti cor- 
rispondenti dalle due punteggiale. 
Dunque le tangenti della contea cbe 
passano per 5 non sono altro che i 
raggi uniti de* due fasci projettivi con- 
centrici, determinati dai ra^i che da 
S projetlano le tre coppie di pqnti 
corrispondenti oh ed n'a, uh ed o'ò, 
oc ed ù'c. Questi rag^i uniti possono 
essere due, uno solo o nessuno, cioè 
può accadere cbe da S si possano 
condurre due tangenti , o che S sia 
un punto della curva , o che per S 
non passi alcuna tangente. Per la co- 
struzione de' raggi uniti , veggasi il 
H° 16Ì. a). 

Nello stesso modo si risolverebbe 
il problema, se della conica fossero 
date quattro tangenti o,o', a,h ed il 
punto di contatto di o ; ovvero tre . 
tangenti o,o',a e i punti di contatto 
0, 0' di 0, o'. Nel primo di questi 
casi, le punteggiate sarebbero deter- 
minate dalle (re coppie di punti 
ed o'o, oa ed o'a, (A ed o'b ; nel se- 
condo caso dalle tre coppie ed o'o, 
oo' ed 0', oa ed o'a. 

Se della conica fossero invece dati 
cinque punti, ovvero quattro punti e 
la tangente in uno dì essi, ovvero tre 
punti « le tangenti in due di essi* 
si potrebbe cominciare dal costruire 
(Ni 128, 134, 13S) le Ungenti negli 
altri punti dati ; allora il problema 
sarebbe ridotto ad uno de' casi che 
precedono. ^ 

167. Nella costruzione del V antecedente, a sinistra, suppongasi che la 
conica sia un'iperbole, e la trasversale t un assintuto (fig. 133*); le punteggiate 
projettìve sovrapposle, segnate in i dai fasci {A,B, C, ...], 0' {A,B, C, .,.), 
avranno in questo caso un solo punto unito, e questo a distanza inGniia (il 
punto di contatto dell'iperbole coU'assintoto i)- ^a (N" T^) <» ^»^ punteg- 
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giaU projéttife sorrapposte, i coi punti niiilt coincidano in un solo punto 
all'inOuito, il segmento compreso Tra due punii corrispondenti qualiììvogliino 
ha una lungbetza costante; dunque: 

Se inlorno a due punii fissi 0,& di un'iperbole sì f^nno 
girare due raggi che si seghino costantemente sulla curTa, 
il segmento PP intercetto da questi raggi sopra un assin- 
toto ò di grandetia costante (i). 

168. Se nel N° .1G6, a sinistra, si suppone cbe t sia la retta all'infinito, 
il problema dÌTiene: 

Dati cinque punti 0, 0\ A, B, C dì una conica, costruirne i punti all'in- 
finito (Sg. 13i'). 

Considerando ancora i fasci projettWi 0{A, B, C, ...), (y(A,B, C, ...), 
cfa« sanano sulla rella i (ora all'infinito) due punteggiate projetlive sovrap- 
poste, i cui punii uniti sono ì domandali, osserviamo che dovendo ciascuno 
di questi punii uniti essere comune alla retta (all'ìnfiaito) i e a due raggi 
corrispondenti de' due fasci , questi raggi saranno paralleli; dunque il pro- 
blema si rìdiice a trovare le coppie di raggi corrispondenti paralleli ne' due 
fasci ansideltì. 

A quest'uopo conducansi per le rette OA, Off, OC' ordinalamenle pa- 
rallele alle OA, GB, O'C; e sì costruiscano (N" 162, a) i raggi uniti de' due 
fasci proiettivi conceuLrici determinali dalle coppie OA ed OA', GB ed GB", 
OC ed OC'. Se i raggi unìti'sooo due OH, ON, la conica individuata dai 
cinque punti dati sarà un'iperbole, ì cui punii all' infinito sono nelle dire- 
zioni OM, ON, Tale a dire, i cui assinloti sono paralleli alle OM, ON. 

Se vi è un solo raggio unito OM, la conica individuata dai cinque punti 
dati è una parabola, il cut punto all'infinìlo è nella direzione OM. 

Se non vi è alcun raggio unito, la conica individuala dai cinque punti 
dati, non avendo punti comuni colla retta all'ìnGnìto, i un'ellisse. 

Nel primo di questi cast (fig. 134*), se si vogliono costruire gli assinloti 
dell'iperbole, basterà considerare questa come individuata dai due punii all'ìn- 
flnito e da tre altri punii, per esempio A, fi, C, cioè considerarla (N° 122) 
come generata mediante i due fasci projellìvi di raggi paralleli gli uni ad OM, 
gli altri ad ON, e de' quali due corrispondenti passino per A, altri due per B, 
altri due per C. 1 raggi di questi fasci cbe corrispondono alla rella all'in- 
fiailo, cbe è la congiungente de' centri, saranno gli assintoti domandati. 

Dunque (fig. 134'), se dtconsi a, ò, e ì raggi paralleli ad OM e passanti 
per il, fi, C; a, b', d i raggi paralleli ad ON e passanti per ^4, fi, C; con- 
giungasi il punto ab' col punto a'b, ed il punto be' col punto 6'c; e sia K 
l'intersezione delle due congiungenti. Le rette condotte per K parallelamente 
ad OM, ON sono gli assintoti cercati. 

169. il problema i condurre da un punto dalo S le tangenti alla conica 
della quale siano dati cinque punU ABCDE > si pub ancbe far dipendere 

C) BuàiKam, L e, p. 36. 

u, Btm. a Gmm. pnfett. - 
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dal problema del N' 166 (a sinistra) , ricorrendo alle proprìeti dell' ìdto- 
luùooe (N* 160, e), cbe sì etilene segando la conica con trasversali QSceDtì 
dal puDto S. 

Conducansi le rette SA, SB (fìg. 136'), che incontreranno la conica io 
due nuovi punti A, B', i quali sì sanno coslruire (coli' uso della sola rìgi 
e senza descrivere la curva] per mezzo del teorema di Pascal (N' 12i, a de- 
stra), ridia figura i punti A, S sono coslruili mediante gli esagoni ÀDCBEA, 
BECADS. Congiungasi il punto comune alle AB, AB' col punto comune alle 
AS, AB; la congiungenle i conterrà (N^ 160, o) i punti di contatto deUe 
tan);enti che escono da S. La quìstione è cosi ridotta a trovare le interse- 
zioni della conica colta retta i (N° 166, a sinistra). 

Lasciamo allo studioso di eseguire la costruzione correlativa (Gg. 154'), 
mediante la quale il problema < trovare i punti comuni ad una dato retta 
i e alla conica individuata da cinque tangenti date > si riduce al problema 
del N" 166 (a destra). 



170. Phoslbiia. —Costruire una 
conica cbe passi per quattro punti 
dati Q, R,S,T6 tocchi una retta data s 
(non passante per alcuno de' punti 
dati). 

SoLuzioME. — 1 lati QT, RS, QR, 
ST del quadrilatero QRST seghino 
jin A, A', B, B' (Dg. 137'); e co- 
struiscansi (N" 162, i) i punti doppi 
dell'involuzione determinata dalle cop- 
pie AA, BB. 

Se vi sono due punti doppi Jf, JV, 
ciascuno di essi sarà (N° 145, a sini- 
stra) punto di contatto fra S ed una 
conica circoscrittn al quadrangolo 
QRST; onde il problema sarà risoluto 
dalle due coniche QRSTil , QRSTN , 
ciascuna delle quali si potrà costruire 
per punti, per mezzo del teorema di 
Pascal (M* 124, a destra). 

Se non vi sono punti doppi, non 
Ti sarà alcuna. conica che soddisfac- 
cia alle proposte condiiioui. 

a) Se a sinistra si suppone i a disianza ìnGnila, il problema diviene: 
Costruire una parabola che passi per quallro punti dal! Q, RjS, T. ì}» 
un centro arbitrario (lìg. 139*) sì conducano i raggi a, a', b, b' ordina- 
tamente paralleli alle QT, RS, QR, ST; e si costruiscano i raggi doppi del- 



Costruire una conica che tocchi 
quattro rette date q,r,t,t e passi per 
un dato punto S (non situato in aU 
cuna delle rette date). 

SoLD^OHB. — Si proiettino dal cen- 
tro S i punti qt, rj, qr, st del qua- 
drilatero qnt mediante i raggi a, a', 
b,b' (fig. 138*); e costruiscansi 
(No 162, e) i raggi doppi dell'involu- 
zione determinata dalle coppie aa',ÌA'. 

Se vi sono due raggi doppi m, n, 
ciascuno di essi sarà (N" 145, a de- 
stra) tangente in S ad una conica in- 
scritta al quadrilatero qnt; onde il 
problema sarà risoluto dalle due co- 
niche qrttm, qrstn, ciascuna delle 
quali si potrà costruire per tangenti, 
col mezzo del teorema di Brianchon 
(N° 124, a sinistra). 

Se non vi sono raggi doppi , non 
esisterà alcuna conica soddisfaciente 
alle condizioni proposte. 
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noTOlurione determinai^ dalle coppie aa', W. Se tì sono due raggi doppi, 
ciascuno di essi darà la direzione nella quale si mwa il punlo all'ìoBnito di 
una panbola passante pei quatiro punii dali; onde il problema sari ridotto 
all'ultimo del N» 128. 

Per qoatlro ponti dati o passano due parabole o nessuna; nel primo caso 
le altre conicbe circoscrille sono ellissi ed iperboli ; nel secondo caso sol- 
tanto iperboli. Il primo caso ha luogo quando ciascuno de' quattro punti dati 
è esterno al triangolo formalo dagli altri tre; il secondo, quando ano de' 
quattro punti è interno al triangolo che ha i vertici negli altri Ire. 

b) Se nell'enunciato a destra una delle rette qrtt è all'inlìnilo, il problema 
dìiieoe : 

Costruire una parabola che tocchi tre rette date e passi per un punto dato. 



171. Problema. — Costruire «na 
conica che passi per (re punti dati 
P, P', P" e tocchi due rette date q, t 
(nessuna delle quali passi per alcuno 
de' pnnU dati). 

La solutione è fondala snl teorema 
del fi» 149 (a »nistra). Imaginiamo 
la conica cercala e la coppia di (sn- 
genlì date q, t intersecate dalla tras- 
lersale PP' nelle coppie di punti 
PP", BB' (fig. 140'); in virtù di 
quel teorema, se A, A^ sono i punti 
doppi dell' involuzione determinata 
dalle coppie anzidette , per uno di 
questi passerà la corda di contatto 
fra la conica e le rette qt. Analo- 
gamente si dica per la trasversale 
PP" , la quale seghi le q, i in i), 
0' ; cioè , sì costruiscano del pari 
ì punti doppi C, C, dell'involuzione 
determinata dalle coppie PP",DD"; 
la corda di contatto passerà per C 
per Cf. Concludiamo cbe il proble- 
ma ammette quattro soluzioni ; cioè, 
se entrambe le involuzioni {PF . BB), 
{PP" . DD") ammettono punti doppi 
(-4, Ai), (C, CO, vi sono quattro co- 
nicbe soddisfacenti alle poste condi- 
uooi; e per esse le corde di con- 
latto colle tangenti q, i sono ordina- 
tamente AC, AiC. AC,, AtCf Di 



Costruire una conica che toccbi tre 
rette date p,i)',p".6 passi per due 
punti dati Q, S (nessuno de' quali sia 
situalo in alcuna delle rette date). 

La soluzione è fondata sul teorema 
del N° 149 (a destra). Imaginitimo 
condotte dal punto pp' le tangenti 
p, p' alla conica e i raggi 6, fa' ai 
punti Q, S (lìg, 141°); in virtil dì 
quel teorema , se a, a, sono i raggi 
doppi dell' involuzione determinata 
dalle coppie pp', W, in uno di essi 
cadri il punto di concorso delle 
tangenti alla conica ne' punti Q, S. 
Analogamente si dica pel punto pp", 
dal quale si tirino i raggi d, d" ai 
punti Q,S; cioè si costruiscano del 
pari i raggi doppi e , e, dell'invo- 
luzione determinala dalle coppie pp", 
di' ; il punto di concorso anzidetto 
si troverà in e o in q. Concludia- 
mo che il problema ammette quattro 
soluzioni; cioè, se entrambe le invo- 
luzioni {pp' . bb'), (pp" . dd") ammet- 
tono raggi doppi (a, a,), (e, C4), vi 
saranno quattro coniche soddisfacenti 
alle poste condizioni; e per esse i 
punti dì concorso delle tangenti in 
Q, S sono ordinatamente ae, a,c,ae,, 
aiCf. Di ciascuna fra queste coniche, 
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verbigrazta della prima, si coboscodo 
cinque tangenti, vale a dire p, p', p" 
e le conginDgeoti di oc con Q,S; 
onde si polri costruirla per tangenti 
col mezzo del teorema di Bbuhchon 
(N° 124, a sinistra). 
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ciascuna di queste coniche, ferbigra- 
zia della prima, si conoscono cinque 
punti. Tale a dira P, F, /*", e le in- 
tersezioni di AC con q, s ; onde si po- 
trà costruirla per punti col mezzo del 
teorema di Pascal {ti" 1^, a destra). 

172. Problema. — Costruire un poligono i cui Tertici cadano su rette 
date e i cui lati passino per punti dati {*). 

SoiozioKE. ~ Per fissare le idee (Qg. U2'), sapponiamo che si tratti di 
costruire un quadrilatero (semplice), ì cui vertid, che diremo 1, 2, 3, 4, 
cadano ordinatamente sulle rette date gf, »2, ij, '4, ed i cui lati 12, 23, 
34,41 passino pei punti dati 5^2> '^231 ^u> '^41' I^^' ^^^troSij projetliamo 
i punti AfBiCt ... di i^ su (g in A2B2C2 ... ; poi dal centro S^ si projeUi la 
punte^iata A^B^C^-.-suizìi^ ^BgC},.. ; indi da Sg^ si projelti ./IgfigC^... 
in A^B^C^... su t^; e finalmente da Sf^^sì projetli AìBìCx... in ABC... 
su tf. Per tal modo i punii S13, S^, 5», Sft sono i centri dì quattro fasci 
projellivi, giacché il quarto è prospettivo al primo (sezione comune ■)), il 
primo al secondo (sezione comune sg), il secondo al terzo (sezione comune «g), 
il terzo al quarto (sezione comune t^). Segue da ciò (N° 114, a) che il luogo 
del punto comune a due raggi corrispondenti (come AtA2 ed ^44.^) del primo 
e quarto fascio, vale a dire il luogo del 1° vertice del quadrilatero variabile, i 
cui vertici 2°, 3° e i° (come A^, A^, Af) si muovono su tre rette date 
(13, 13, 84), e i cui tali (A,A2, A^g, AsAt,AiA) passano pei quattro punti 
dati (Si, Sa, Sg, S^), È una conica (2). 

Questa conica passa pei punti S^2, S4, , centri dei fasci che la generano; 
quindi a determinarla bastano Ire altri suoi punti, cioè i punti d'iatersraione 
di Ire coppie di raggi corrispondenti A^A2 ed A^A, fiffig ^ B^B, Cfi^ e C4C. 
Dopo di ciò , basterà costruire (N° 166) le intersezioni della reità tf colla 
conica determinata da questi cinque punti, e ciascuna dì esse potrà essere 
presa come Tertice 1 del quadrilatero cercato. 

La stessa costruzione può essere considerata sotto quest'altro aspetto. Le 
linee spezzate A^A2A^^A, BtB^BeBfB , C,C^C^iG si possono rìsguardare 
come tentaUvi fatti per costruire il quadrilatero cercato: tentativi che danno 
de'poligoni non chiusi, ma aperti, giacché il punto j4 non coincide con .4^, 
né B con 5, , uè C con C|. Questi tentativi, e tutti gli altri analoghi che 
si possono pensare, ma che non è necessario dì eseguire, danno sulla retta if 
due punteggiate AtB,Ci ... , ABC ... {descrìtte l'una dall'orìgine, l'altra dal 

(') PoncsLET, /. e, p. 3Ì5. 

C) Questo teoremi (ae un pollBODO umplice si deforma in modo che j saoi lati pt»- 
sino per puoti dati e i anoi verlìci, meno nno, ixmnn sn rette date, l'altimo vertice 
deMTive ani conici) è di Hiclauhin (Transaclioiii pbiloiophiqaes de la Sociilé Bvyalt 
de lAwim, iBiiée 173S). 
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tennioe deSa «penata o poligono aperto), che sono projettne perchè la sa- 
eooda nasce dalla prima mediante proiezioni dai centri S^g, S^, S^, S^ e 
seaoni colle tras<rersali >2> <3< *ii ■(■ Ciascuno de' punti uniti di queste pun- 
tavate risolve il problema ; imperocché, se in esso si pone l'origine della 
spesata, ili cade anche il termine della medesima, sicché il poligono ri- 
sulta chiuso. 

Il metodo, si in questo, si ne' problemi seguenti, A il medesimo qualunque 
sia il numero dei lati del poligono da costruirsi. 

173. Problema. — In una conica data (*) inscriiere un poligono i cui 
lati passino per punti dati. 

SoLimOME. — Si tratti per es. di inscrÌTere un triangolo, i cui lati pas- 
sino ordinatamente per tre punii dati Sf, S^, Sg (Gg. 143*). Facciamo tre 
tentativi; cioè dal centro 5| proiettiamo Ire punti arbitrari A,B,C della 
curra in Aì,Bì,Cì sulla curva stessa, poi dal centro S% in A^.B^tC^. 
poi dal centro S^ in A', S, C (sempre sulla curva). Siccome il punto di 
arrivo A o B' o C non coincide col panto di partenza corrispondente A 
a S a C, cosi in luogo di un triangolo inscrìtto, quale si domanda nell'e- 
nunciato del problema, avremo un poligono aptrto AAtA^A', fif^fi^fi', 
CCfC^. Mediante le successive projezioni dai centri S^ , S3, Sg, dalla serie 
di punti ABC... si deducono le serie AiB,Ct..., ^jBjCg ... , A'B'C...; 
perciò (NI 158 e, 160 e) la serie ABC... de' punti di partenza e la serie 
A'ffC... de' punti dì arrivo sono projettìve [N''157). Ma il problema sarebbe 
risoluto se il punto d'arrivo coincìdesse col ponto di partenza; dunque, se 
le due serie proiettive ABC..., A'B'C... hanno punti uniti, ciascuno di 
questi polri servire di primo vertice ad un triangolo soddisfacente allo con- 
dinoni proposte. Si trovi adunque (N* 157, b) la retta in cui si segano le 
coppie di lati opposti dell' esagono inscritto AffCA'BC, e si costruiscano 
(N° 166) le inlerserioni M, N di questa retta colla conica; ciascuna di esse 
darft nna soluzione del problema (3). 

174. Con metodo analogo si risolve il problema correlativo; 

Ad una conica data (>) circoscrivere un poligono i cui 
vertici cadono su rette date. 

Si tratti per es. di circoscrivere alla conica un triangolo, il quale debba 
avere ■ suoi vertici nelle rette t^, $2^ 's C'È- ^H')- 1" un punto arbitrario 
A della contea si conduca la tangente a sino ad incontrare (^ in un punto, 
e da esso si tiri nn'altra tangente a^ (punto di contatto A^); questa incon- 
trerà sg in un punto, dal quale si condurrà la seconda tangente a^ (punto 
di contatto A2)', e dal punto comune a questa ed alla retta sg si tirerà di 
nuovo la tangente a', il cui punto di contatto sia A'. Il problema sarebbe 
risoluto se il punto A' coincìdesse con A, cioè se coincidessero le tangenti 

(*) Inleraineite descritta, iDdivìduata da cinqne pnnli daii. 

(■} PoncELET, I. e, p. 352. 

(■) Inieramente descritta, ìDdivIdula per meno di cinque tanientl date. 
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a , a. Se s'ìmagiDaDo falli altri tentativi sinigUanti, ne' quali si parla da altri 
punti arbitrari B,C,... della conica, si otterranno successiTamente le serie 
di punti ABC..., AfBfCi ... , A^B2C2..., A'B'C ..,, che sono tulle prò- 
jellife fra loro. Infatti, sono projellive la prima e la seconda serie (N" 160,^) 
perchè le tangenli in A ed in ^i , in À ed in £j , in C ed in Cj , ... si 
segano sempre su >| ; cosi pure sooo projettìve la seconda e la lerza , la 
terza e la quarta, epperb la prima e la quarta (N° 158, e). E siccoine il pro- 
blema sarebbe risoluto se coincidessero A ed A', ovvero fi e fi', ecc., cosi 
ciascuno de' punti uniti delle serie projettife ABC..., A'B'C ... potrà ser- 
vìre di punto di contatto al primo lato di un triangolo soddisCacenle alle 
proposte condizioni. Basterà pertanto (N> 157, e) fare tre tentativi, cioè, 
assunti tre punti arbitrari A, B, C nella conica, dedurne i punti corrispwi- 
denti A', fi', C ; e costruire i punti M, N comuni alla conica ed alla retta 
che contiene i punti d' ìnlerseiione dei lati opposti dell'esagono inscritto 
AB'CABC (t). 

175. 11 caso particolare che, nel problema del N" 173, ì pnniì fissi 
Sf , S2, ... siano lutti in una stessa retta 1, dev'essere trattato separalameDle. 

Se il numero dei lati del poligono cercato è pari, siccome ba luogo il 
teorema del N° 146, a), così il problema ammetterà in questo caso nessuna si>- 
luzione o'iiiOnile soluzioni. Inscrivasi nella conica un poligono, per es. UD 
ottagono (lig. 108*) i cui primi sette lati passino pei punti dati S, , ^,,..£7; 
l'ultimo lato passerà allora, in virtù di quel teorema, per un punlo fisso S di 
s, che non è arbitrario, bensi determinato dai punti dati Si, Sg, ...Sj. Dun- 
que, se l'ultimo punto dato 5g coincide con S, vi sono infiniti ottagoni che sod- 
disfanno alle pONle condizioni; se tale coincidenza non ba luogo, non v'é 
alcuna soluzione. 

Se il numero de' lati del poligono domandalo è disparì, il problema à de- 
terminato. Supponiamo cbe si tratti di inscrìvere un ettagono (fig. 108*) i 
cui lati debbano passare pei punii dati Sf , S2, ... Sj in linea retta. Pel citato 
teorema (N° 146, a) vi sono infiniti ottagoni ì cui prìmi selle lati passano per 
sette punii dati ; e l'ottavo lato passa per un punlo fisso S della medesima 
retta. Se fra questi ottagoni ve n'ha uno pel quale l'ottavo lato sia una tan- 
geule della conica, ìl problema sarà risoluto, giacché un tale poligono, avendo 
due vertici infioìlamente vicini coincidenti , si ridurrà propriaroenle ad un 
ellagoDO inscritto, i cui Iati passano pei sette punti dati. Dunque, se da 5 
sì possono condurre tangenti alla conica, il punto di contatto di ciascuna dì 
esse darà una soluzione (N* 146, b). Ond'è che le soluzioni sono due, una 
nessuna, a seconda della posizione del punto S rispetto alla conica 0. 

La lìg. 110' si rìferisce al caso di questo problema in cui si tratti d'in- 
scrivere un triangolo ("). 

('} PONCELET, I. e, p. 35i. (*) PONCELET, l. C, p. 356. 

O Pappo, l. C, VII, 117. 
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Lo Gtadtoso pah esercitarsi a rìsolfere il problema correlatilo (circoscrì- 
vere ad una conica un poligono, i cui Tcrlici cadano su rette date di un 
fascio), il quale del pari è indeterminato o impossibile se il poligono è d'or^ 
diod pari; determinato e di ì° grado, se il poligono è d'ordine dispari 
(fig. 109' e 111'). 

176. LiEiihjI. — Se due coniche si segano nei punti ABCC, e per A,B 
si tirino risp. due rette a segare la prima conica in F, G e la seconda in 
F, G, le corde FG, FG concorrono ìn un punto H della reità CC (fig. \iV), 

loditti, la irasiersale CC incontra la prima conica e i lati opposti del qua- 
drangolo inscrìtto ABGF in sei punti accoppiati in inioluzione (N" 143, a 
«Distra); e la stessa cosa vale per la seconda conica e pel quadrangolo in- 
scrìtto ABG'F. Ma le due iuToluiioni coincidono (N* 98), giacché banno due 
coppie comuni di punti conjugati, vale a dire: la coppia de' punti CC in 
coi la trasversale sega l' una e l' altra conica ; e la coppia de' punti in cui 
quella incontra i lati opposti AFF, BGG cbe appartengono ad entrambi i 
quadrangoli. Dunque ogni altra coppia di punti coniugati sari comune alle 
due ioToludoni : cioi la trasversale CC incontrerà FG ed FG' in uno stesso 
punto H, coniugato a quello ìn cui incontra AB. 

a) La proposizione che precede, semplice corollario del teorema dì Dxsar- 
CDES, suggerisce immediatamente la soluzione de' due seguenti problemi, 
l'uno di 1°, l'altro di 2* grado. 

Problema. — Dati sette punti ABCDEFG, trovare il quarto punto comune 
alle dae coniche risp. cìrcoscrìUe ai pentagoni ABCDE, ABCFG (fig. 145*). 

Da due de' punti comuni tìrrnsi le AF, BG che seghino la prima conica 
in F, G : punti che si sanno costruire ([4° 124, a destra). Le rette FG, FG' 
concorreranno ìn un punto H della corda che unisce gli altri due punti 
comuni. Questa corda sarà adunque BC, e basteri costruire il punto C in 
cui essa incontra l' una o l'altra conica : il punto C sarà il cercato. 

b] Problemi. — Dati otto punti ABDEFGMN, trovare i due punti di ul- 
teriore intersezione delle due coniche risp. circoscritte ai pentagoni ABDEN, 
ABFGU (fig. 145*). 

Si tirìno le AF,BG che seghino la prima conica in F\ G'\ il punto R 
comune alle FG, FG apparterrà alla corda che unisce i due punti cercati. 
Analogamente, se AM sega di nuovo la prìma conica in Jf, il punto K 
comune alle GM, Off sarJi situato nella corda medesima. Dunque i punti cer- 
cati giacciono nella HK; ed ora il problema è ridotto a quello (N° 166) di 
costruire le interseiioni C,C dell'una o dell'altra cohica colia retta ?£('). 

e) La costruzione non cambia, se i punii A, Bsono infinitamente vicini; 
cioè, se le due coniche toccano in un punto dato una retta data (N° 142). 

In questo caso, date due coniche che si tocchino in un punto A, si 

(■) Gaekin, The geonutrkal cotulrw^n of a oonic uetionetc. (Cambridge tSSS], 
pag. «, 40. 
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ottiene la retta BK congiungente i due panti C, C d'inlerseiioDe. Se questa 
retta Tenisse a passare per A , uno de' punti C, C coinciderebbe collo stesso 
A, giacché una conica non può avere tre punti in linea retta. Allora, si 
pub dire che de' quattro punii comuni alla due coniche , tre sono riuniti 
(u InfiDÌtamente vicini) in A (cfr. N° iit); si suol anche dire che le due 
coniche si osculano nel punto A. La costruzione a] dà un punto H 
della retta che congiunse A col quarto punto C d'intersezione. Può final- 
mente accadere che questa retta coincida colla tangente in A ; allora sì 
dirà che .4 Ta le veci di quattro punti coincidenti (o infinitamente tÌcÌdì) 
comuni alle due coniche. 

i) Si applichi il lemma ad una conica data e ad un cerchio che la toc- 
chi nel punto A. Hi A si tiri la normale (cioè la perpendicolare alla tan- 
gente in A), la quale incontri di nuovo la conica in F ed il cerchie tu 
F": e si descriva sul diametro AF un cerchio, il quale, essendo tan- 
gente in X e segante in F/segherà la conica in un altro punto G: e l'angolo 
AGF sari retto. Il primo cerchio tagli AG in G': in virtù del lemma, le 
FG, FG' concorreranno sulla corda HK. Ha FC, Fff sono parallele, perchè 
anche l'angolo AG'F k retto; dunque per tutt'ì cerchi tangenti in 
A alla conica la corda BK ha una direzione costante, cioè 
la direzione di FG. 

Se la corda /ff passa peri4, il cerchio sarà osculatore alla conica Ìiij4. 
Laonde cimducasi per A la parallela ad FGy che seghi la conica in C: il 
cerchio tangente in ^4 e segante in Csarà il cerchio osculatore in A i}). 

Viceversa, si può costruire la conica che passi per tre punti dati A, P, Q, 
ed in A abbia un dato cerchio osculatore. Le AP, AQ seghino il cerchio 
dato in P'; Q' ; e sh U il punto di concorso delle PQ, Fff. Tirisi la AO, 
che seghi di nuovo il cerchio in C; la conica cercata passerà per C, epperft 
_ è determinala dai quattro punti A, P, Q,C e dalla tangente in A (la tan- 
gente del cerchio). 

e) La proposizione correlativa del lemma precedente sì enuncia cod: 

Se a, b sono due tangenti comuni a due coniche, e si conducano da due 
punti presi risp. in a, b le tangenti f,g alla prima conica, e le tangeoti 
f,g' alla seconda, i punti fg, f g' smano in linea retta col punto di con- 
corso deHe altre due tangenti comuni alle coniche date. 

La qual proposìuone serve a risolvere i problemi correlativi de' due a) e 
b), cioè a trovare le restanti tangenti comuni (una o due) di due coniche, 
ciascuna individuata d^ cinque tangenti date, fra le quali ve ne siano già tre 
due di comuni. 

177. Problema. — Dati undici punti A,B,C,D,E, A4,Bi,Ct,Di,Ef,P, 
costruire per punti la conica che passa per P e pei quattro punti (non dati) 
comuni alle coniche (non descritte) ABCDE, A^B^C^D^E^ |3), 

(■) PoHauT, l e, N' 331-7. (*) Pokcelet, Ì. e., N* 389. 
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Si coaduea per P una Irasversale arbìtrarìs, e si costruiscano (N* 166, 
3 siBistra) i punii Jf, M" comuni ad essa ed alla conica ÀBCDE, ed i punti 
Nylf comuni alla trasversale medesima ed alta conica A^BtC^D^E^. Siccome 
queste due coniche e la cercata debbono essere circoscritte ad un medesimo 
quadrangolo, cosi avrà la(%o il teorema di Desargoks. Dunque, se si coslmirà 
(No 102, a sinistra) il punto F coniugato di P nell'ioToluzioDe determinata dalle 
coppie ifJf . NPr, il punto F apparterrà alla conica cercata. Facendo girare 
la trasversale intorno a P, si otterranno altri punii della conica medesima. 

178. Pboblma. — Dati dieci punii A, B, C, D, fi, ^^, B,, C<, 0,, E^ 
ed una retta t, costruire una conica che tocchi < e passi pei quattro punti 
(non dati) comuni alle coniche (non descritte) ABCDB, A4BfCiDfEf. 

Si costruiscano (N* 166, a sinistra) i punti Mif comuni ad i ed alla conica 
ABCDE, ed i punti Nlf comuni ad t ed alla conica A^B^CfD^E^ ; e si tro- 
vino i punti doppi dell'involuzione determinata dalle coppie MM', JVJV. Se 
P è uno de' punii doppi, sarà P il punto di contallo (N* 145) fra f ed una 
conica circoscrìtta al quadrangola Tormato dai quattro punti comuni alle co- 
niche ABCDE. AtBtCfDfEf. Duuque il problema è ora ridotto a quello del 
W precedente. 

179. Le costrutioni correlative danno le solutioni de' problemi correlativi: 
Costruire una conica che passi per un punto dato o tocchi una retta data 

e sia inscrilta nel quadrilatero formalo dalle quattro tangenti (non date) co- 
muni a due coniche (non descritte}, ciascuna delle quali sia individuata per 
meno di cinque tangenti. * 

180. Probleha. — Da un punto dato S condurre una retta che da quattro 
rette date a, b, e, d sia segata in quattro punU ìl cui rapporto anarmonìco 
sia dato. 

Si è vedalo (N* tl&, b') che le rette, le quali da quattro rette abcd date sono 
sciale in quattro punU di dato rapporto anarmonico, sono tulle tangenti ad 
una stessa conica, che tocca anche le rette date ; e che, se D è il punto 
di contatto di d, b A,B,C siano i punti ove d sega a, b, e, il rapporto 
anarmonico (ABCD) è uguale a quello de' quattro punii in cai le ofred sono 
incontrate da un'altra tangente qualsivoglia della conica. Dunque la soluzione 
del problema sarà la seguente : 

Costruiscasi (N*53, /) quel punto D della retta d, it quale insieme coi 
punti ad = A, bd=B, cd = C dà il rapporto anarmonico {ABCD) uguale 
al dato. Indi (N° 166, a destra) costruiscansi le rette che passano per 5 e 
toccano la conica individuata dalle quattro tangenti ahed e dal punto di con- 
tatto in d; ciascuna di codeste rette risolverà il problema proposto. 

a) Se una delle rette abcd fosse a disfama in6nita, il problema diverrebbe 
il seguente (N* 53, e): 

Per un punto dato S condurre una retta tale, che i suoi segmenti Inter- 
celti fi*a tre rette date a, 6, e (cioè fra a e à, fra a e e) siano In loro in 
UD rapporto dato. 
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Si trovi in a quel puDlo A che insieme coi punti <A = B,ae = Ciìidì 
rapporto AB : AC il valore dato, e conducansi da S le tangenti alla parabola 
determinata dalle tangenti a,b, e e dal punto di contatto A in a, 
b) La costruzione correlativa darà la soluzione del problema correlativo: 
In una retta data s trovare un punto dal quale quattro punti dati A, B, C,D 
si proiettino mediante ra^ il cui rapporto anarmooico (N* 53, k) sa va 
numero dato. 

181. Probleha. — Date due rette u, u' punteggiate projettive, trovare 
due segmenti corrispondenti, i quali siano rispettivamente veduti da due punti 
dati 0, 0' sotto angoli dati (*\. Prendansi in u' due punti A', D' in modo cbe 
l'angolo A'&D' sìa uguale al secondo dei dati; siano A,D i punii di u 
che corrispondono ad A', D' ; e trovisi in u il punto A^ tale che l'angolo 
AfOD sia uguale al primo dei dati; è chiaro che il problema sarebbe' ri- 
soluto, se OAf coincidesse con OA, giacché allora gii angoli AOD, A'ffD' 
sarebbero entrambi uguali ai dati. Variando simultaneamente i raggi OA, 
O'A', O'U, OD, OAf, si generano de' fasci tutti projettivi fra loro. InraUi, 
sono projettivi i fasci generati da O'A', O'D', e quelli generati da OA^, OD, 
a cagione degli angoli costanti A'0'D',AiOD (N' 82); e sono projettivi i 
fasci generati da OA, ffA', e quelli generati da OD, O'U, a cagione della sup- 
posta projettivilà fra u ed »'. Dunque sono projettivi i tìisci generati dai 
raggi OA, 0A^ ; e i raggi uniti risolveranno il problema. Facciansi adunque 
tre tentativi analoghi al precedente, sicché si ottengano tre coppie di raggi 
corrispondenti OA ed OAt, OB ed OBf, OC ed 0C\ ; e costruiscansi i ra^ 
uniti dei fasci projettivi concentrici determinali dalle tre coppie (N" 162, a). 
Se uno de' raggi uniti incontra u in M, e prendasi nella slessa u il punto 
P in modo che l'angolo MOP risulti uguale al primo dei dati, detti ^, P 
i punti di u' che corrispondono ad M, P, anche l'angolo M'O'F sarà uguale 
al secondo dei dati, cioè il problema sarà risoluto. 

182. Probleha. — Date due punteggiate projettive u^ABC..., 
u ^A'B'C ... , trovare due segmenti corrispondenti, i quali siano uguali 
a segmenti dati (in grandezza e senso). 

Prendansi in u' un segmento AD' uguale al secondo segmento dato, e 
quindi in u il segmento AD corrispondente ad A'D'. In u assumasi il puDlo 
Ai,'ìo modo che A^D sìa uguale al primo segmento dato; il problema sa- 
rebbe risoluto se i punti A, Af coincidessero. Variando simultaneamente ì 
punti A,A\D',D,À, generano altrettanta punteggiate projettive; infatti, 
sono projettive te punteggiate generate da A ed A', e quelle generate daDt D', 
a cagione della supposta projettivilà di u, u; e sono projettive le punteg- 
giate descritte da Af e D, e quelle descritte da A', U, perchè nascono dal 
movimento di segmenti costanti (N° 71). Dunque sono projettive le pun- 



('] Cioi, K i segmeoli sodo MP, M'P', gli id|dI{ MOP, itO'P' tiaiw dati in (m- 
deiii e in kdsd. 
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leggiate generale da A,Af; ed i loro panli uniti risoheranno il problema. 
Basterà pertanto ottenere tre coppie di punti corrispondenti A ed A,, B e £,, 
CeC|, medìanle tre tentativi; e quindi costruire i punti uniti (NM62, 6), 

183. Allo studioso non sari certamente sFuggita la costanza del melode 
col quale sono stati risoluti i precedenti problemi, si diversi ne' loro enun- 
ciati. È un metodo generale, uniTornie e diretto, applicabile in forina più o 
meno semplice a tutti i problemi- di 1» grado, cioè a tutte le questioni 
che, ove fossero trattate algebricamente, dipenderebbero da un'equazione di 
2* grado o da un'equazione di grado superiore riducibile al V. Il metodo con- 
sìste nel fare tre tentativi, ì quali danno tre coppie di elementi corrispondenti 
di due forme projettive sovrapposte ; e gli elementi uniti forniscono senz'altro 
le soluzioni del problema. Perciò a buon diritto, questo modo di procedere 
fu considerato come un metodo geometrico di falsa posizione (<). 

184. I problemi di 2° grado (u riducibili al V grado), come lutti quelli 
della geometria elemenLire, si risolvono coll'uso esdusìvo della riga e del 
compasso, cioè medìanle intersezioni dì rette e di cerchi (3). Ha d'altra parte, 
ciascuno di quei problemi si pub far dipendere dalla determinazione degli 
elementi uniti di due forme projettive sovrapposte: la quale determi Dazione 
si ridune (N* 162] alla costruzione dei punti uniti di due serie projettive 
(N* 157), date in un cerchìu affatto arbitrario ; laonde ne segue che un solo 
cerchio, descrìtto una volta per sempre, può bastare a risolvere lult'i pro- 
blemi di 2* grado (?) proposti intorno ad elementi dati in un piano fìsso 
(il piano del disegno). Disegnato questo cìrcolo, la quistione li ridurrà a 
trasportare sulla circonferenza di esso, mediante projezìoni e sezioni, le Ire 
coppie di punti individuanti le due forme projettive, i cui elementi uniti 
risolvono il problema; e quindi a tracciare la retta che contiene i punti d'in- 
contro delle coppie di lati opposti dell'esagono inscritto che ha per vertici 
opposti i punti delle tre coppie anzidette (N° 151, e). 

E superfluo accennare che, in luogo di far dipendere la soluzione del pro- 
blema dagli elementi uniti di due forme projettive sovrapposte, si può sempro 
ridurlo alla ricerca degli elementi doppi di un'involuzione (N" 165). 

Nel N° 89, a) si è già dato un esempio del modo di risolvere un problema 
di 2° grado coll'uso della sola riga, supposto che un cerchio (ausiliario) sia 
traccialo nel piano del disegno, e che sia dato il centro di questo cerchio. 
Altri esempì sì troveranno pìiì innanzi. 

185. In modo analogo si risolvono i problemi seguenti : 

a) Date (Gg. 146') due rette punteggiate projettive u, u', e due allre rette 

(') OajtstES, Géom. ntp., p. !t9. 

(*) Problemi di 4° grido bopo quelli che si risolvono colla soia riga, cioè con 
inleraetioDi di sole rene, VfgBaasi: LAHaiRT, l. e, p. 161; — BRiAncBon, L e., p. 6; 
— PONCELET, /, C, p. 76. 

(*) PoNCELET, I. 0; p. IS7; — Steiner, Dù geotiutrùchen KotutructioiUH aui~ 
gelìikrt mitlriit dtr geraden Link vnd eintt fttìtn Erma (fierljo 1833), p. 67. 
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puntellate projettive v, v'. per un punto dato tirare due rette », t' che 
seghino rìspeltÌTa mente u ed ti' in due punti corrispondeoli, ed anche ir, u' 
in due punti corrìspondenli. 

Tirisi per una retta che seghi u', v' in A', P ; sia A il punto di u che 
corrisponde ad ;4'; e ^ il punto di e che corrisponde a P. li problema 
sarebbe risoluto, se le rette OA, OP coincidessero insieme. Variando simnl- 
taneamente queste rette descrìiono due Tasci projettìvi concentrici (determi- 
nati da tre tentativi analoghi al suesposto), i cui raggi uniti daranno le so- 
luzioni del problema. 

h) Nel problema che precede si può supporre che v ed u siano sovrap- 
poste, e che siano por sovrapposte ti, v'. Se tutte e quattro le punt^siata 
fossero in una retta unica, il problema si potrebbe enunciare cosi: 

Date in una retta due punteggiate projettive u, u' e due altre punteggiate 
projettive v, e', trovare una coppia di punti che siano corrìepondenti si in 
u, u', si in ir, v'. 

e) Fra due rette date u, ui allogare un segmento che sia veduto da due 
punti fissi 0, S sotto angoli dati (fig. i\'t'). 

Per S tirinsì due rette a segare u, u^ in A, i4) cosi che l'angolo ASAi sia 
uguale al secondo dei dati. Indi si tiri per un'altra retta a segare u in 
A', in modo che l'angolo A'OA^ sia uguale al primo dei dati. Il problema 
sarebbe risoluto se OA, OA' coincidessero. Tre tentativi come questo daranno 
tre coppie di raggi corrispondenti {OA ed OA', OB ed 0B\ OC ed OC) dei 
due fasci projettivi che sarebbero descritti dalla variazione simultanea di OA, 
OA'; dai ra^i uniti OM, OiVdi questi fasci si hanno le soluzioni (Jfif|, AfiVO 
del problema. 

S) Date due punteggiate projettive u, u', a partire da due dati punti cor> 
rispondenti A, A', prendere due segmenti corrispondenti AM,A'lf. il cui 
rapporto AM : A'tf=:=X sia dato. 

Essendo A ed A', B 6 B', C e C tre coppie di punti corrispondenti in 
u, u\ prendansi in u due nuovi punti B", C" in modo che sìa AB" ^ x , A'ff, 
AC" = X.A'C'. l punti A0'C" ... determinano una punteggiata simile ad 
ABC ... (N* 73), epperò una punteggiata projettiva ad ASC... Le pun- 
teggiate projettive sovrapposte AS'C ..., ABC... hanno gii il ponto unito 
A ; l'altro punto unito M risolverà il problema, giacché si avri 

AM = AM" = \.A'lf. 

Questo problema è di t" grado. 

e) Date due puntellate projettive sovrapposte ABC..., A'B'C... trovare 
un segmento Ùif che abbia un dato punto di mezzo 0. 

Prendansi ì punti A", B", C in modo che sia il punto di mezzo dei 
segmenti AA'\Bff', CC"; i punti A"B"C' ... determinano una puntellata 
ugoaìe ad ABC... epperò projettiva ad A'B'C... Cosfruiscansi i punti uniti 
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ddle pnnleggisle projettìve sofrapposle A'B'C ... , A"B'C' ; se IT o Jf' A 
UDO di codesti punii uniti, saii il punto di meno de) segmento JfJf' 

f) Dato un segmento EF, troTtre nella retta EF due punii Jf , Jf tali 
che il segmento JfJf sia uguale a un dato, e il rapporto anarmonico {EFMIf) 
ài pure dato. 

Nella retta data prendansi tre punti ad arbitrio A, B, C, e quindi si de- 
terminino i tre punti A, B', C in modo cbe i rapporti anarmunici {EFAA'), 
(EPBS), (EFCC) siano tulli uguali al dato; e tre altri punti A", fi", C" in 
modo che i segmenti AA'\ Bff', CC" siano ugnali al dato. Allora saranno 
(N' CI, 83c) projettiTe le punteggiate ABC..., A'B'C..., e projettife ancbe 
(M" 17) le punteggiate ABC... , A"ff'C" ... , dunque projettife eziandio le 
A'BG ...y A"B'C" .... Se queste hanno due punti uniti, wno de' quali sia 
Et od Jf', detto Jf il punto corrispondenteadesso nella punte^ata ^fiC..., 
il segmento JfJT ed il rapporto anarmonico (EFMif) arranno le grandene 
date, epperò il problema sari risoluto. 

g) Inscrìiere in un triangolo dato PQR un rettangolo di area data (fig. 148*). 

Se MSTU è il rettangolo cercato, conducendo MS' parallela a PR, si ot- 
tiene ti parallelogrammo MSPS' equivalente al rettangolo; dunque possiamo 
trasformare il problema in quest'altro : 

Trovare su QR un tal punto Jtf cbe, tirate MS, MS parallele rispettiva- 
mente a PQf PR, risulti PS . PS uguale ad un quadrato dito t^. 

Preso ad arbitrio un punto A in QR, si tiri AD parallela a PQ, e pren- 
dasi in PQ la Plf tale cbe sia PD . PU = &; tirisi poi la UÀ' parallela 
a PR. Se i punti A, A' coincidessero, il problema sarebbe risoluto. 

Variando insieme,! punti A, D, D', A' descrivono altrettante punteggiate 
projetlJve. Infatti, siccome D i la projezione di A dal punto all'ìnBuito di PQ, 
ed A' la projeùone di ff dal punto all'infinito di PR, cosi la seconda pun- 
teggiata è prospettiva alla prima e la quarta alla tena. E sono pur projet- 
Uve la seconda e la terza punteggiala, giaccbè la relaiione 

cbe lega insieme i punti D, jy, confrontata con quella ottenuta al N° 59 
mostra che i punti D, D', variando simultaneamente, descrivono due punteg- 
giate proiettive, ai cui punii all'infinito corrisponde uno stesso punto P (*). 
Tre tenlatiri, analoghi al suesposto, daranno tre coppie di punti come 
A, A'; e quindi, costruiti i punti uniti, si otterranno le soluzioni del pro- 
blema, invece di prendere, ne' tre tentativi, il punto di partenza A del tutta 
ad arbitrio , gli si pai» dare qualche posiiione particolare , che abbrevii le 

C) CM, dette «, «' le due panleggiate, riferite illi costmiione del 14* 67 ■ tiaiBlra, 
Il paniegglita aaslliirìa u" è lutti all'inSnito. Ne segue ebe ollenali una eqipia D, !/ 
di poBti corrispoDdeDlJ , per trovare il punto f corriapondeDle ad un altro pnalo E 
ti?JI=«, basta Duire VE e quindi tirare BE' parallela il/E. 
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costruzioni. Questa riflessione vale per qualsiasi problema de' qui conside- 
rati ; quanto all'attuale, si vede subilo die, se A sì porta a distanza infinita, 
va all'inlÌDitu ancbe la proiezione D, epperb ì! punto D' cade in P, donde 
segue che A' coinciderà con R; e se il punto A si pone in Q, la proie- 
zione D coincide con P, dunque D' epperò A' va all'infinito. Ecco pertanto 
due tentativi che non domandano alcuna costruzione: le coppie AA' che ne 
risultano sono R ed il punto all'infinito, il punto all'infinito e (?. Delta BB' 
la coppia data da un lerzo tentativo, ed AÀ' una coppia qualsivoglia, avremo 
dunque (N° 59) 

HA .QA' = BB.QB, 
epperò, se Jf è n punto unito, 

RM.QM = RB.QB'. 

Dì qui si possono cavare i punti uniti i ma sarà sempre più semplice ricor- 
rere alla costruzione generale del N° 162, b) ; cioè per un punto di una cir- 
conferenza descritta ad arbitrio, tirìnsì OB, OS, OR, OQ e la parallela a QR, 
che seghino di nuovo il cìrcoio in £|,fi/, Rf,Qf,I(}y, ìndi congiungasi 
il punto comune alle BiQf, B^'I col ponto comune alle BJ, B^'R^; se la con- 
gìungenle sega il circolo in due punti, le rette che li projettano da in- 
contreranno QR ne' punti uniti cercati M, N: i quali risolvono il problema. 

h) Costruire nn poligono j cui lati passino risp. per altrettanti punti dati, 
ed i cui vertici meno uno cadano su altrettante retta date, mentre l'angolo 
nell'ultimo vertice sia uguale, ad un angolo dato. 

Debbasi per es. costruire un triangolo LMN (fig, 149*), i cui Ire UH 
MN, NL, LM debbano passare rìsp. per 0, U, V. e due vertici M, N deb- 
bano trovarsi sulle rette ti, t>. Conducasi per una retta ad arbitrio che 
seghi u in ^ , i> in B, e per f/ la retta UX che colla BV comprenda un 
angolo uguale al dato. Detto A' il punto in cui ti è incontrata dalla UX, il 
problema sarebbe risoluto se i punti A, A' coincidessero. Si otterranno le 
soluzioni del problema costruendo i raggi uniti de' fasci projettivi generali 
dalla simultanea variazione delie rette OA, OA'. 

k) Nel precedente problema è compreso quest'altro : 

Un raggio di luce parte da un punto dato e sì riflette successivamente 
su n rette date u^, U2, ... u„ ; determinare la direzione cbe deve avere il 
raggio iniziale, affinchè l'ultimo raggio riflesso la seghi sotto angolo dato. 

Infatti, Secondo le leggi della riflessione, se il raggio incidente 0A^ (fìg. 150*} 
incontra u^ in ^^ , il raggio riflesso ed il raggio incidente faranno angoli 
uguali (opposti) con u^•, epperb, siccome il raggio incidente passa pel punto 
fisso 0, cosi il raggio riflesso passerà costantemente per quel punto 0^ cbe 
è simmetrico dì rispetto ad u^ (^. Analogamente, dopo cbe il primo raggio 

(1) Di questi punti 11 solo / è segnato nella fi^ri. 

(*} dot nn punto 0^ tale cbe OOx sia divisi per metà e ad aagolc retto da ti,. 
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riflesso avri incontralo ti^ m A^, si rifletteri secondo la stessa le^e, eppard 
il secondo ra^io riflesso passeri per un punto fisso O3, che sari il sim- 
metrico di 0| rispetto ad uj; e cosi di seguito. Il raggio iniziale e gli n 
saccessivi raggi riflessi saranno pertanto i lati di un poligono AtA2A^...y del 
qoaiR gli n + l lati dftTOnn passare per altrettanti punti dati 0,0^,02, ...0., 
mentre un angolo A dev'essere uguale ad un dato, ed i vertici degli altri n 
angoli doTono cadere sulle n rette date 11^,113,11,. 

/) Pboblemi. — Costruire un poligono i cui vertici giacciano in rette date 
e i cui lati siano veduti da punti dati sotto angoli dati. 

Si tratti per es. di costruire un triangolo i cui vertici 1,2,3 debbano 
cadere suite date rette u^, Uj, kj ed i cui lati 23, 31, 12 siano veduti dai 
punti dati S^jSj.^s sotto angoli dati «^.(VafCDg. Sulla Uf (fìg. 151*) si prenda 
SD punto A ad arbitrio; tirata la ASf, si Taccia l'angolo AS^B uguale ad 
U5. Il 2° lato di quest'angolo seghi «3 io B, e sì Taccia l'angolo BSfC uguale 
ad W|. Detto C il punto comune al 2° lato di qaest'angolo e ad uj, si faccia 
l'angolo CS2A' uguale ad wg. Il problema sarebbe risoluto, se il secondo 
lato S^A' coincidesse con S2A. Se facciamo variare S2A intorno ad £3, va- 
riano insieme gli altri raggi S^A, S^, S^B, S,C, S^^S^A', generando al- 
trettanti fasci, tutti projettivì fra loro. Infatti: sonu projettivi ì fasci gene- 
rati da S^AjSjB (N° 82), perchè l'angolo AS^B è costante; sono projet- 
tiri i fasci generati da S^B, StB, perchè prospettivi; e cosi dì seguito. Le 
soluzioni del problema saranno adunque date dai raggi uniii de' fasci pro- 
jettivì concentrici generati da £3^,534'. 

Nello stesso modo sì risolve il problema, se gli angoli in S^,S^ in luogo 
di essere uguali ad angoli dati, debbano essere divisi da coppie di rette date, 
in modo cbe in ciascuno di quei punti sì abbia un fascio di quattro raggi dì 
rapporto anarmonico dato. Se per ciascuno de' punti dati Sf, Sj, ... il fascio 
dovesse essere armonico, e i due raggi dati fossero ortogonali, il problema 
si potrebbe enunciare cosi (N* 52): 

Costruire un poligono, ì cui vertici debbano cadere su rette date e ì cui 
Iati debbano essere veduti da punti dati sotto angoli aventi bissettrici date. 

m) Lo stesso metodo ik la soluzione del problema: 

Costraire un polìgona ì cui lati debbano passare per punti dati e i cui 
angoli dividano segmenti dati secondo rapporti anarmonici dati {*); 

liei quale si hanno casi particolari, supponendo cbe ciascun angolo 
debba intercettare sopra una retta data un segmento dato di grandezza 
e senso, un segmento che risulti divìso da un punto dato in parti di rap- 
porto dato (^. 

C) Ciot, i Itti di DO angolo incontrino una data reità, p«lla qnale sono dati due 
punii ^ , fi, in altri due punti C,D, in modo che il rapporto tnarmoafco (ABCD) 
aia QD nomerò dato. 

C) Questi problemi sono tolti da Chaslbs, Géom. fup., pag. 2t9-!3, e da TawnsEtiD, 
Chapteri on the modem geomelr\/ (Dublin 1865), v. 3, pig. 157-74. 
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f 20. Poli e polarL 

186. Bai W 160, 161 risalta che, se S (&g. 120-) è un punto 
sitoato comunque nel piano dì una conica, condotte perequante 
trasversali si vogliano a segare la curva nelle coppie di punti 
{AyA), {B,^), (0,C),..., le coppie di tangenti (fl.o'), (6,6'), 
(e, e'), ... si segano in pnnti di una retta fissa s, la quale contiene 
i ponti di contatto delle tangenti che escono da 5; ed inoltre anche 
le coppie di congiungenti AB' ed A'B, AC ed A'G,..., BCT 
e B-C,..., AB ed A'B, AC ed A'C,..., BG e BC,... si se- 
gano in punti di s. Si può osservare un'altra proprietà della retta 
s : considerando il quadrangolo completo AABB, i due lati op- 
posti AB, AB sono separati armonicamente dal punto diago- 
nale 8 e dalla retta s che unisce gli altri due (N" 49); dunque 
i punti .i ed ^' (ed analogamente B e B,G e C, ...) sono sepa- 
rati armonicamente mediante 8 eà. s. 

La retta s, che è in tal modo individuata dal punto arbitraria- 
mente dato 8, dicesi polare di S rispetto alla conica; e viceversa 
8 dicesi polo della retta s. 

Dunque la retta polare di un dato polo iS^ è ad un 
tempo: 1" il luogo del punto di concorso di due tan- 
genti i cui p'unti di contatto siano in linea retta con S; 
2' il luogo dei punti di concorso delle coppie di lati 
opposti d'ogni quadrangolo inscritto, le cui diagonali 
passino per 8; 3" il luogo di un punto separato armo- 
nicamente da 8 mediante due punti della conica (i). 

187. Reciprocamente , una retta s data ad arbitrio individua un 
punto S, del quale essa è la polare. Infatti : siano A, B due punti 
scelti ad arbitrio nella conica; le rette a, h, tangenti in ^, £, se- 
gheranno s in due punti, dai quali si conducano le seconde tan- 
genti a',b'; e amio A',B' i loro punti di contatto, ed -S il punto 
d'intersezione delle AA', BB'. Allora la polare di 8 conterrà i 
punti da', 66', opperò coinciderà con s. Dunque, se da un altro 
punto qualunque dì s si possono condurre due tan- 

(<) Afolumid, l e, lib. VII, 37; — Dgsahoues, I. e., p. 164 e seg. 
l e, lib. 1 e 11. 
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genti e, e', la retta CC congiangeate i punti di con- 
tatto passerà per 8. 

a) Le rette adbb' formano un quadrilatero circoscritto, una dia- 
gonale del quale è s, mentre le altre due diagonali si segano in 
S (N* 135); duuque: bo da un punto arbitrario di a si con- 
ducono due taagentì alta conica, queste sono separate 
armonicamente mediante s ed una retta che passa 
sempre per S. 

b) Il quadrangolo completo AA'BB" ed il quadrilatero completo 
aa'W hatìno lo stesso triangolo diagonale (N* 132), i vertici del 
quale sono S, il punto comune alle AB, AB, ed il punto comune 
alle AB, AB; ed i Iati sono s, la congitingente i punti ah, a'h', 
e la congiungente i punti ab', a'b. Dunque: se da due punti 
della retta s si guidano le coppie di tangenti (a, a'), ib,b'), le 
dìagouali del quadrilatero circosTritto aba'b' passano 
pel punto -S. Veggasi per es. la flg. 102» dove s'imaginino poste 
le lettere 8, A, B', a', b' invece delle JH, D, C, d, e, ovvero le 
lettere S, A', B, B', a', b, b' invece delle O, B, C, D, ò, e, d. 

18S. Fer'tal modo, data una conica, ogni punto del 
piano h-a la sua polare, ogni retta ha il suo polo (^). 
La conica data, rispetto alla quale si considerano i poli e le polari, 
dicesi conica fondamentale. 

a) Un punto del piano di una conica si dice esterno od in- 
terno alla curva, secondo che per esso passino, o no, due tan- 
genti. Dunque: 

Se il polo è estemo alla conica (N* 160, d}, la polare sega la 
curva (ne' punti dì contatto delle tangenti che escono dal polo). 

Se il polo è interno alla conica, la polare non incontra la curva 
in alcun punto. 

b) Se si assume come polo un punto della conica stessa , focendo 
girare intorno ad esso una trasversale, uno de' punti dì segamento 
cade costantemente nel polo, epperò in ogni coppia di tangenti, il 
cui punto di concorso dee generare la polare, una tangente è sem- 
pre la tangente nel polo. Dunque, se il polo è un punto della co- 
nica, la polare è la tangente in questo punto. 

e) Viceversa, se la polare ha tutt'i suoi punti esteriori alla co- 

(*) DlSARODES, U e, p. 190. 

CuMOHA, film, di G«m. frojttt. 
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nica, il polo 6 mi punto interno; se la polare è una secante della 
curva, il polo è il punto comune alle rette che toccano questa ne* 
due punti d'intersezione; e se la polare è una taugente, il polo è 
il punto di contatto. 

189. Sia E il polo ed F un punto della polare (fig. 102"). Se 
la retta EF sega la conica, le due intersezioni saranno separate 
armonicamente mediante i punti E, F (epperò di questi punti ano 
sarà interno, l'altro esterno alla curva), cosi che, se considorìamo 
invece F come polo, sarà E un punto della polare. 

Se la retta EF non sega la conica, condotte le due tangenti da 
F, la corda di contatto passerà per E, appunto eome la corda di 
contatto delle tangenti che escono da E passa per F, giacché 
quest'ultima corda è la polare di E. Dunque: 

Se F è un punto della polare di E, viceversa E è 
un punto della polare di F. ■ 

Lo stesso teorema si pui> esprimere co! dire: 

Se f è una retta che passi pel polo di un'altra retta 
e, viceversa e passerà pel polo di f. 

Infatti, siano E, F i poli rispettivi di e, f; siccome per ipotesi 
E è situato nella polare di F, cosi F giacerà nella polare dì E, 
cioè e paeserit per F, polo di f. 

Due punti , come E ed F, l'uno de' quali sia nella polare del- 
l'altro, diconsi coniugati o reciproci rispetto alla conica. E 
così pure, diconsi conjugate o reciproche due rette, come 
e, f, ciascuna delle quali passi pel polo dell'altra. 

Dal teorema or ora dimostrato segue poi quest'altro, enunciato: 

Se due punti sono reciproci, anche le loro polari 
sono rette reciproche, e viceversa. 

190. Il medesimo teorema si pu6 anche porre sotto quest'altra 
forma : 

Ogni punto della polare di un dato punto E ha per polare una 
retta che passa per E; 

Ogni retta passante pel polo di una data retta e ha per polo 
un punto di e (i). 

Vale a dire : se imaginiamo che un polo variabile F corra sa 
di una data retta e, la polare di F passerà sempre per un punto 

(*) DiEAtiauES, /. e, p. 191. 
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fisco E, che è il poto della retta data; e Ticerersa, se osa retta 
f varia girando iotoroo ad nn pnnto fisso E, il polo di f descri- 
verà ima linea retta e, che è la polare de) ponto dato E. 

ancora : si pnt» dire clie il polo dì una data retta e è il centro 
del fascio delle polari dei punti di e ; e che la polare di un dato 
punto -E è il luogo dei polì delle rette che passano per E {*). 

191. Dato un polo S, se ne debba 
costruire la polare, 

a) Se della conica sono dalì cinque 
punti A, B, C, D, E, basterà tirare 
due trasversali SA, SB, e costruire 
i punti A', B', in cui questi incontrano 
di nuovo la curva. La retta t che uni- 
sce il punto comune alle AB', A'B col 
punto comune alle ^0,Afi' suri la po- 
lare del punto dato (N° 169, fig. 136'). 

6) La conica sia invece individuata 
da cinque tangenti ii,l>,c,d,e (dg. 153*). 
Conducansi perS due trasversali u,v. 
e Irovinsi ì poli V, Y di queste. La 
reltó VV sarà la potare di 5 (N« 190). 
Permagipor semplicità, canverrii con- 
durre la trasversale u pel punto ab; 
costruita la tangente e' che passa pel 
ponto ne, il polo V sarà il punta- co- 
mune alle diagonali del quadrilatero 
acbc'. E cosi pure, condollu la tras- 
versale V, per es. pel punto oc, e co- 
struita la tangente b' che passa pel 
punto vb, il polo V sarà il punto 
Gonane alle diagonali del quadrila- 
tero abcb'. 



Data una retta $, se ne debba tro- 
vare il poto. 

Se della conica sono date cinque 
tangenti a,b,e,4,e, basterà prendere 
i punii (a, $b, e da «ssi tirare le se- 
conde tan);enli a', b' (N" iìi, a si- 
nistra). Le diagonali del quadrila- 
tero aàa'b' sì segheranno in un punlo 
St die è il polo dcllj reità data 
(fig- 152'). 

La conica sia invece individuata da 
cinque punti A,B,C,D,E (lìg. 154*). 
Prendansi in s due punti V, V, e tro* 
vinsi le loro polari u,v. Il punta m 
sarà il polo di i (N<> l^O). fer mag- 
gior semplicità, converrà prendere il 
punto U nella retta ^48; costruita 
l'intersezione. C della conica colla 
retta VC, la polare ti sarà la con- 
giungenle de' punti di concorso de' 
lati opposti dui quadrangolo ACBC. 
E cosi pure, preso il punto V per es. 
nella retta AC, e costruita l'intersc- 
tAone B' della conica culla rella VB, 
la polare v sarà la congiungeole de' 
punti di concorso de' lati opposti del 
quadrangolo ABCB'. 



193. Siano E, F due punti reciproci (fig. 102») e sia O il polo 
della retta EF; sarà (?«un punto reciproco a\ s, E, bì & F; cioè, 
i tre punti EFG- sono reciproci a due a due. Ne segue che cia- 
scun lato del triangolo EFG è la polare del vertice opposto, e che 
1 tre lati sotto a due a due rette reciproche. 



(') Potcelet, (. c, n* ' 
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Un triangolo, come EFG, nel qoale ciascun vertice è il polo 
del iato opposto, dicesi triangolo conjugato alla conica. 

193. Per costruire un [piangola coniugalo, si può premiere un vertice 
E ad arbitrio ((ig. 102'); indi si coslruisca la polare di 'E, 6 in questi si 
assuma ad arbitrio un punto F; da ultimo si costruisca la polare di F, la 
quale passerà per E, perchè EF sono punti reciproci. Sìa G ìl punto in 
cui si segano le polari di E, F: saranno EG, FG coppie di punti reciproci, 
epperò EFG è un Irìangolo conj'iigato. 

In altre parole, assunto ad arbitrio il punto E, si tirino per E due Iras- 
versali cbe seghino la conica in A e D, B e C; sia F il concorso delle 
AC, BD; e G il concorso delle AB, CD; sarà EFG un triangolo conjugato.. 

Si potrebbe invece prendere ad arbitrio una retta e, costruirne il polo E, 
tirare per E una retta qnalunqnc f; e congiunti i polì di e, f mediante la 
retta g, sarebbe efg un triangolo conjiignto, giaccliè le rette e, f, g sono 3 
due a due reciproche. 

In altre parole, assunta ad arbitrio la rolla e, picndansi in essa due pnntì 
dai quali parlano le coppie di tangenti a e d, & e e ; sia y la congiungenle 
de' punti ac,bd; e g h congìnngenle de' punti ab, ed ; sarà efg un triangolo 
coujugalu. 

194. Le cose che precedono mettono ia erideoza la seguente 
proprietà : 

a) I punti diagonali del quadrangolo compioto for- 
mato da quattro punti arbitrari della conica sono i 
Tertici di un triangolo conjugato. Le rette diagonali 
del quadrilatero completo formato da quattro tangenti 
arbitrarie della conica sono i Iati di iln triangolo con- 
jugato (»). 

Od anche: 

I punti diagonali di un quadrangolo completo sono i vortici di 
un triangolo conjiigato a tutte le coniche circoscritte al quadran- 
golo. Le rette diagonali di un quadrilatero completo sono i lati di 
un triangolo coi^ugato a tutte le coniche inscritte nel quadrilatero. 

b) Dallo proprietà dei quadrilateri circoscriHie dei quadrangoli inscrìtti 
(NI 129-135) si conclude inolila (fig. 102"): 

Se EFG è un triangolo conjugoto ad una conica data, e se ABC è un 
triangolo inscritto nella medesima, i cui lati AB, AC passino rìspettivaniente 
pei verlici G, F, il terzo lato BC passerà pel terzo vertice E; e ciascun lato 

(') Desahuuf^, I. C; p. IM. 
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del triangolo inscrìllo sarà difigo armonicamenle dal corriipondente Terlice 
del (riangolo conjugalo e dalla retta rbo unisce j^ii allri due Terlici. 

Le tre rette EA, FB, CG concorrono in un punto D della curva : ne segue 
clic j due triangoli sono omologici, epperò le Ire coppie dì rette FG e BC, 
GÈ e CA, EF ed AB si segheranno in tre punii in lìnea retta. 

Si lascia allA studioso di enunciare la proposizione correlaliva (<). 

195. Dtì' tre Tertìci di nn triangolo conjogato EFG ano è sem- 
pre interno itila corra e gli altri dae estemi. Infatti, se £? è un 
pnnto interno, la polare di E non sega la conica, eppert» fé Q 
SODO ponti esterni ; e se £^ è un punto esterno, la polare di E sega 
la curva, i punti di segamento sono separati armonicamente me- 
diante F e G, opperò l'nno di questi pnnti sarà interno e l'altro 
estemo. 

Da questa proprietà e da quelle del N" 1S8 si conclude twto 
che dei tre lati di un triangolo cotijugato due segano sempre la 
conica, ed uno non la incontra. 

196, Due quadrangoli completi ABCD,A'BCI)' abbiano gli 
stessi ponti diagonali E, F, G; cioè concorrano 

BG, AD, ffC, AB- in E, 
GA, BB, UA; BB' in F, 
AB, GB, AB, GB' in G. 

Se il punto A, giacesse per es. in AB, siccome AB ed AB 
passano per G, cosi anche B sarebbe situato in AB; e siccome 
AB od AB dev'essere separata armonicamente da GB e anche 
da CJy mediante le GÈ, GF, così i punti CBC'ÌX, sarebbero in 
una sola retta, Tale a dire gli otto punti ABCBAB'G'B' sareb- 
bero in due rette (fig. 155'). 

Escluso questo caso, supposto cioè che pei cinque ponti AW^BA' 
si possa descrivere una conica, dico che essa contiene anche i punti 
Bau (fig. 156'). Infatti , essendo G il polo di EF (perchè E, F, G 
sono ì punti diagonali del quadrangolo inscritto ABCB), le due 
intersezioni della conica colla trasversale GAB saranno separate 
armonicamente mediante il polo (? e la polare EF. Ma una di 
queste intersezioni è A, dunque l'altra è B ; giacché, essendo E, 
F, G i punti diagonali del quadrangolo A'B'G'B', i punti AB' 
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80O0 separati armonicameate mediante G ed EF. Kéllo ste^o modo 
si dimofitra che anche i ponti C, D' appartengono alla conica. 
Dunque : 

Se dne quadrangoli completi hanno gli stessi punti 
diagonali, gli otto vertici sono situati o in due rette 
in naa conica. 

Siccome le rette AB, AB' concorrono in G, così le AA', BE', 
come pure le ABfA'B si segheranno sulla EF, polare di G. 
QuesV osservazione dà, il modo di costruire il punto B, quando 
siano dati ASCVA'. Voi, il punto C si otterrà come intersezione 
delle À'FrB'E; ed il punto Ty come intersezione delle B'F, 
A' È, CG. 

197. Suppongo ora che due coniche abbiano quattro tangenti co- 
muni abcd, vale a dire, siano insisittS in uno stesso qnadrilatero, 
e siano ABCB i quattro punti di contatto per i'una, A'SCiy 
ì quattro punti di contatto per l'altra. In virtù del teorema del 
IN' 132, il triangolo formato dalle diagonali del quadrilatero cir- 
coscritto abcd avrà i vertici ne' punti diagonali del quadrangolo 
inscritto ABCD, ed anche ne' punti diagonali del quadrangolo 
A'B'C'iy; dunque i due qnadrangoli ABCD, A'BCB' hanno 
gli stessi punti diagonali. Quindi, pel teorema che precede (N* 196), 
gli otto ponti ABGDA'BOD' saranno tutti in due rette o in 
una «mica. 

198. Gol solito scambio dei punti colle rette si potranno dimo- 
strare le proposizioni correlative, cioè: 

Se dne quadrilateri completi hanno le tre diagonali 
comuni', gli otto lati o passano per due punti (quattro 
per l'uno e quattro per l'altro) o sono tangenti di una 
stessa. conica. 

Se due coniche si segano in quattro punti, le otto tangenti in 
questi punti o passano tutte per due punti (quattro per l'uno e 
quattro per l'altro) o sono t^geuti dì una stessa conica. {}). 

199. Se di un quadrangolo ABCD sono dati i punti diago- 
nali EFG ed un vertice A, il quadrangolo è individuato (ieter- 
mtnato ed unico) e pud subito essere costruito. Infatti, D è quel 
ponto dì AE che è separato armonicamente da A mediante E ed . 

C) STAtiDT, l. e, N« 293. 
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FG ; così C è qael punto dì AF che è separato armomcamento 
da A mediante F e GÈ; e -B è qnel punto di AG che è sepa- 
rato- armonicamente da A mediante G ed EF. 

Siccome d'altra parte, arendo una conica ed un triangolo con- 
JQgato EFG, si pu?> prendere ad arbitrio (nella cnrra) un punto 
A come veri.ice di nn qnadrangolo inscritto ABCD, i cui punti 
diagonali siano JB, F, G (gli altri yertici B, C, B sono le se- 
conde intersezioni della conica colle rette AE, AF, AG), cosi ne 
.risnlta che: 

Tutte le coniche passanti per un punto dato A, per 
le quali nn dato triangolo EFG sia conjugato, passano 
per tre altri punti determinati B,C,'D. 

200. 11 problema e costruire la conica che passa per dne punti dati A, A 
e per la qaale un dato triangolo EFG sia conjugato » si risohcrà pertanto 
nei modo che se^e: 

Sì costruiranno nel modo sopraddetto i tre punti B, C, D che con A for- 
mano un quadrangolo completo nyeMa i punti diagonali E, F, G, Allora si 
conosceranno cinque punii delia curva AA'BCD, epperb si potrà trovarne 
altri col teorema di Pascal. Del resto, si potrebbero costruire i (re punii 
B'Ciy che con A' Tormano un quadrangolo coi punii diagonali E, F, G\ e 
gli otto ponti ABCDAB'CU apparterranno luLli alla conica cercata. 

201. Supponiamo che si tratti di descrivere una conica che tocchi quattro 
rette date ahcà e passi per un punto dato S (lìg. 151'). Le diagonali del, 
quadrilatero abcd formano un triangolo EFG conjngato alla conica ; epperb, 
se si costruiscono i tre pnnti PQB che insieme con S formano un quadran- 
golo, i cui punii diagonali siano EFG, i Ire punii cosi costruiti apparter- 
ranno alla conica domandata. Ma, o non esiste alcuna conica che soddisfaccia 
alla quìstione, o tc ne sono due (N* 170, a destra); dunque, in questo se* 
condo- caso, siccome la costruzione dei punti PQB è lineare, cosi entrambe le 
coniche passeranno per questi punti. Ossia: 

Se dae coniche inscritte in uno stesso quadrilatero abci 
hanno un punto comune S, esse si segano in altri tre punti 
PQR; e il triangolo formato dalle diagonali del quadrilatero 
circoscritto ahci coincide con quello formato dai punti diago- 
nali del quadrangolo inscritto PQRS. 

Per la costruzione dei punti PQB, per es. del punto P che è nella retta 
ES (fig. 1 5T), osservo die i punti PS detono essere separati armonicamente 
per mezzo di EtAFG; ma anche la diagonale {al) {r.d), che passa per E, è 
divisa armonicamente in £, F\ abbiamo dunque due forme armoniche, che 
sono prospettive a cagione del ponto unilo £; perciò le rette P{ah), S{cd), 
FG congiungenli le altre coppie iì punti corrispondenti concorreranno in uno 
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stesso punto (N> 43, 62). Dunque sì congiungerà S ad uà termine di una delle 
diagonali passanti per E , per es. al punto ed ; la congiungente incuntrerè fXì 
in un punto che si unirà all'altro estremo della stessa diagonale, cioè al 
punto ab, mediante una retta che segherà ES nel punto cercalo P (■). 

202. Le proposizioni correlative, sulle quali il giovane studente farà bene 
ad esercitarsi, sono : 

Tutte le coniche tangenti ad una retta data, per le 
quali un dato triangolo sia conjugato, toccano tre altre 
rette determinate. 

Qostruire la conica che tocca due rette date e per la quale un dato trian- 
golo è coniugalo. 

Se due coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo 
hanno una tangente comune, esse hanno tre altre tan- 
genti comuni. 

Costruire le tre tangenti comuni alle due coniche che passano per quattro 
punti dati e toccano una retta data (N" 170, a sinistra). 

203. Ahhiasi un quadrangolo completo ABCD, \ cui punti diagonali siano 
EFG (fig. 159"). siano poi 

L, P i punti in cui FG incontra AD, BC, 
M,Q > GÈ 3 ' BD, CA, 

N, n . £F > CD, AB. 

I sei punti cosi ottenuti sono i vertici dì un quadrìlalero completo; io- 
falti il triangolo EFG è omologico a ciascuno de' seguenti : ABC, DCB, 
CDA, BAD, i centri d'omologia essendo ordinatamente i), A, B;C. Ne segue 
che le teme di punti PQB, PMN, LQN, LMB sono in sltretlanle rette (assi 
d'omologia). 

Queste quattro rette formano un quadrilatero, le cui diagonali hP, MQ, NB 
formano il triangolo EFG. Ne segue che la conica inscritta nel quadrangolo 
ABCD e passante perL, passa anche per N, P, B (N* 201); e cosi pure vi è 
una conica inscritta nel quadrnngolo ABDC, la quale passa per B, M, N, Q; 
ed un'altra ìnscrilla nel quadrangolo ACBD e passante per Q, P, M, L.- 

Per ciascuna dì queste coniche le quatjro tangenti date dalla figura (quattro 
lati del quadrangolo completo ABCD) sono armoniche, epperb sono armo- 
nici anche ì quattro punti di contatto (^ì 111, 161). Infatti, se consideriamo 
un lato qualunque del quadrangolo suddetto, per es. AB, questo È diviso ar- 
monicamente ne' ponti R, G (come si deduce dalla considerazione del qua- 
drangolo completo CDEF); i punti A, B, G sono le intersezioni della tan- 

(') Buiancpo;*, l. e, p. i'ò. ('} Haclaurih, De Un. gtom., % i3. 



ih. Google 



437 

^vUe AB còlle ellre tre , mentre A è il punto dì contatto della prima lan- ' 
gente; dunque le quattro tangenti saranno inu)ntra(e da qualunque altra tan- 
gente della conica cbe sì considera ìq quattro punii armonici {*). 

Se ABCD è un parallelogrammo, ì punti E, G, M,Q vanno all'inGnilo; 
ed anche LNPR risulta un parallelogrammo. Delle tre coniche sunnominate, 
la 1> sarà in questo caso un'ellisse langente ai lati del parallelogramoio ABCD 
ne' loro punti di meizo; la 2* un'iperbole langcnte ai lati j4B, Ci> ne'.Ioro 
punti di mezzo ed avente gli assiototi AC^-BD; la 3* un'iperbole cogli slessi 
assistati e tingente ai lati AD, BC ne' loro punti di mpzzo. 

304. Dal corollario del teorema di Briàkchon , relativo Ad dd 
quadrilatero circoscritto (N° 135) già si dedusse {N' 136) la re- 
gola per costruire le tangenti di una conica, della qnale sinno date 
tre tangenti a,b,c e dae pttoti di contatto Be C(fig. 102'). Un 
punto qualunque E di BC si congiunga ai punti ab, ac, lec^n- 
giungenti g, f incontrano risp. e, b in due punti cbe uniti danno 
ana tangente d della conica. 

Le quattro tangenti dbcd formano un quadrilatero completo, due 
dissonali del quale g = ((A){cd), f^(ac){M) concorrono in E; 
dunque (S* 135) in E si segherà eolK BC anche la corda di con- 
tatto AD delle tangenti a, d. Le rette twndotte da E ai punti 
o6j ac, essendo due diagonali del predetto quadrilatero^ sono rette 
reciproche; dunque (fig. 160»): 

Se un triangolo c^ è circoscrìtto ad ima conica, le rette che 
da un ponto qualunque E della polare di un vertice le vanno agli 
altri dne vertici {ab), (oc) sono rette reciproche. 

viceversa: Se due rette date toccano una conica, due 
rette reciproche uscenti da un punto qualunque della 
corda di contatto segano le due tangenti date in punti 
che appartengono a^d una terza tangente. 

305. Esponiamo ora la proprietà, correlativa. Di un» conica siano 
dati tre punti A,B,C0 le tangenti b, e in due di essi (fig. 102*). 
Una retta e condotta ad arbitrio pel punto bc incontri AB, AG 
iù doe punti G, F, uniti i quali risp. a C, B, le congiungenti si 

.segano in un punto D della conica. 

1 quattro punti ABCD formano un quadrangolo completo, due 
punti diagonali G, F del quale sono in e; dunque (N" 129) in e 

{') Steiner, /. e, p. 160. — Staudt, BeitrUffe sur Gfometrie der Lage (Niìraberg 
t8&i-57-60), N* 329. 
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" cadrà insieme col punto bc anche il punto conraue alle tangenti 
in 4, D.l punti <?, F, essendo due punti diagonali del quadran- 
golo anzi detto, sono reciproci; dunque (fig. 160'): 

Se un triangolo ASC è inscritto in una conica, i punti F,G, 
in cui due lati AB, AG, som incontrati da una retta condotta ad 
arbitrio pel polo 8 del terzo lato, sono reciproci. 

Ò viceversa: Se due punti dati in una conica sì con- 
giungono a due punti reciproci, i quali siano in linea 
retta col polo della corda ch$ congìung^ i ponti dati, 
le congiungenti s'incontrano in an punto della curva.' 

% 21. Centro e dismetrl. 

306. Be si ' assume come polo nn punto a distanza infinita, 
(flg. 161') e si conduca pel polo nna trasveraalé a s^are la conica, 
in due punti A, A', questi saranno separ&li armomcanjente me- 
diante il polo ed un punto della polare (N" 186) ; il- punto della 
polare sarà adunque il mèzzo del segmento AA'; vale a dire; 

Se in una conica si conducano, quante corde si vo- 
gliono, fra loro parallele, il luogo de' loro punti dì 
mezzo è una retta, clie ò la polare, del punto all'infi- 
nito comune alle corde (i). 

À questa retta si dÀ il nome di diametro relativo alle.cc^e 
che divide per metà. Se il diametro incontra la conica iii due punti, 
questi saranno i punti di contatto delle tangenti dirette al polo, 
cioè delle tangenti parallele alle eorde bisecate. Se negli, estremi 
A, A' di una di queste corde sì tirano le tangenti, queste concor- 
reranno in un punto del diametro. Se AA',BB' sono due delle 
corde bisecate, le rette AB, A'F, ed anche le AB, A'B si seghe- 
ranno sul diametro (N" 186). 

Viceversa, se da nn punto del diametro si possono condurre due 
tangenti a, a' alla conica, la corda AA' di contatto sarà bisecata 
dal diametro; e se dal punto stesso si conduce la retta che insieme, 
col diametro separa armonicamente le duo tangenti, codesta retta 
sarà parallela alle corde bisecate. Se da duo punti del diametro si 
conducono due coppie di tangenti a ed a', h e h', la retta che coa- 

C) ApoLLonto, Come., 1, 46, i7, tó; II, S, 6, 7, 28, 39, 30, 31, 3Ì-37. 
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giange i ponti ab, a'h' a la retta che congioDge ì pnntì ab', dh 
saraimo par esse parallele alle corde bisecate (N° 187). 

307. Ad ogni ponto all'infinito, cioè ad ogni fascio dì corde pa- 
rallele corrisponde an diametro. Tutt'i diametri passano per nno 
stesso ponto, perchè essi sono le polari dei ponti dì ona stessa 
retta, cioò della retta all'infinito: il ponto di concorso de' diametri 
è il polo della retta all'infinito (N" 190). 

3(^. Siccome la parabola è toccata dalla retta all'infinito, ep- 
per{) il ponto dì contatto è il polo di qaesta retta (S" 188), così 
tott'ì diametri della parabola sono fra loro paralleli (diretti al ponto 
all'infinito); e viceversa ogni retta, la qoale seghi la parabola al-' 
rinfinìto, è nn diametro. 

309. Se 5 è on ponto qoalonqne dal qoale sì possano condorre 
dna tangenti a, a' alla conica (fig. 161'), la corda dì contatto AA\ 
ossia la polare di 8, sarà bisecata in B dal diametro passante per 
•S^; giacché 5 ed il pnnto all'infinito di AA' sono ponti reciproci. 
Se il diametro sega la cnrva in M, M, le tangenti in questi ponti 
sono parallele ad AA', ed i ponti stessi sono separati armonica- 
mente mediante il polo S e la polare AA' (K' 186). 

Donqne, se la conica è ona parabola (flg. 162*), nelqnal caso 
il ponto M va all'infinito, il punto M sarà il punto di mezzo del 
segmento 8R, vale a dire: 

La retta che dal pnnto di mezzo dì una corda della 
parabola va al polo di questa corda è divìsa per metà 
dalla curva {}). 

310. Qualora la cooica non sìa ona parabola, la .retta all'in- 
finito non è piìi una tangente della curva, epperb il polo di quella 
retta , ossìa il punto di concorso de' diametri , è un pooto a dì- 
staoza finita. Siccome due pantì della conica allineati col polo sono 
sempre separati armonicamente per mezzo del polo e della polare 
(N" 186), così se la polare è all'infinito, il polo è il pnnto di mezzo 
fra ì dne pooti della curva. Dunque ogni corda della conica passante 
pel polo della retta all'infinito è divisa per metà in questo pnnto. 

À cagiono dì questa proprietil, al polo della retta all'infinito, 
ossia al ponto di concorso dei diametri, si dà il nome di centro 
della conica. 

(■) Apouonio, 1. e., I, 35. 
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• Applicando al centro ed Alla retta all'infinito le proprietà gene- 
rali del polo e della polare (N» 186, 187), aTremo (fig. 163"): 

Se A, a: sono due punti della conica allineati col cestro, le 
tangenti in A, A sono parallele ; 

Se AA^ BB' SODO due coppie di punti della conica allineati col 
centro, le rette AB, AB sono parallele, e sono pur parallele le 
AB', A'B, cioè ABA'B' è un parallelograraino. 

Se o,o' sono due tangenti parallele, la loro corda di contatto 
e la retta che divìde per metà la striscia aa' passano pel centro; 

Se aa,hb' sono due coppie di tangenti parallele, la retta che 
' «ongiunge i punti ab, a'h' e la retta che conginnge i pnnti ab', al) 
passano pel centro; vale a dire, se àba'b' è un parallelogrammo 
circoscritto, le diagonali si segano nel centro. 

^1. Se la conica d un'iperbole, la retta all'infinito sega la cnrra; 
epperft (N" 188) il centro è on punto estemo, nel qnale concor- 
rono le tangenti ne' ponti all'infinito, ossia gli assintoti (fig. 170*). 

Se la conica ò un'ellisse, la retta all'infinito non incontra la 
curva, epperi) il centro è un punto interno (fig. 163', 164'). 

212. Due diametri della conica (ellisse od iperbole Q)) diconsi 
conjugati se sono rette reciproche, cioè -se l'uno passa pel polo 
dell'altro, epperò l'altro passi pel polo del primo (N» 189). Siccome 
il polo di un diametro è il punto all'infinito delle corde da quwito 
bisecate, così ne segue che, dato un diametro & (fig- 164»), il suo 
diametro conjugato 6' ò parallelo alle corde bisecate da h, e vice- 
versa 6' divide per metà le eorde parallele a 6 (^. 

Due diametri conjugati e la retta all'infinito sono i lati dì un 
triai^olo coniugato (N" 192), de' cui vertici uno è il centro, gli 
altri sono all'infinito. 

Siccome in un triangolo coniugato, due lati segano la curva e 
il terzo non la sega (N» 195), e siccome la retta all'infinito è se- 
gante per l'iperbole, ma non già per l'ellisse, cosi di due diametri 
conjugati dell'iperbole ve n'ha sempre uno (e uno solo) che sega 
la curva; mentre l'ellisse è segata da tntt'i suoi diametri. 

* 213. Dati cinque [lunii ABCDE di una conica, trovarne il centro. 
Non si ha che a ripetere h coslruzione data al N* 191, b) a desira, nella 

(■) Nella parabola non ci sono copt)Ìc di diameiri conjugati, percbè avendosi un punto 
all'infinilo iavec< del centro, il diametro parallelo alle corde bisecate da un diametro 
4*to coincide sempre colla retta all'infinito. (*} Apollomo, 1. e. II, iO. 
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qnale si supponga h retta » aH'Jniinito. Vnle i din: sì trovi il punto C ove 
la conica è inctmtrata di nuovo dal)a parallela sd AB condotta per C, ed 
il punio B' ove la conica è incontrata di nuovo dalla parallela ad j4C con- 
dotta [ler B; la retta » che unisce i punti di concorso de' lati opposti de! 
quadrangolo ACBC e la retta v i^he unisce i punti dì concorso de' lati ogi- 
posti tlel quadrangolo ABCB' si seghpranno nel punto cercato 0: il pob 
della retU all'inGnito, ossia il centra della conica. 

Le rette », v sono ì diametri risp. conjugatì sd AB, AC', conducendu per 
la u parallela ad AB, e la v' parallela ad AG, saranno W e iw' due 
coppie di (liam^rì conjugaLI. 

Se la Cunics è data per mezzo dì cinque tangenti, si vedrà più innanzi 
(N° 329) come se ne trovi il centro. 

214. Quattro tangenti di una conica formano un quadinlatero 
completo, le eni diagonali sono i lati di un triangolo coniugato 
(M" 194?). Supponiamo che le quattro tangenti siano a due é, due 
parallele (fig. 163') ; una diagonale sarji àll'intìnitò ; perciò le altre 
due sono diametri coiyugati (N" 212); dunque: 

In ogni parallelogrammo circoscritto ad una conica, 
le ^diagonali sono due diametri conjugati. 

I punti di contatto delle quattro tangenti formano un quadran- 
golo completo, i cui punti diagonali sono i "vertici dello stesso 
triangola conjugato dianzi accennato (N° 132, 194). Per questo 
quadrangolo un punto diagonale è il centro, e gli altri due sono 
all'infinito; cioè i sei lati del quadrangolo sono i lati e le diago- 
nali di on parallelogrammo .inscritto ; i lati soìio a due a due pa-' 
ralleli aU& àiagonali del parallelogrammo circoscritto ; e le diago- 
nali si segano nel centro. 

215. Viceversa, se imaginiarao (fig. 163*) un parallelogrammo 
inscritto qualunque ABA'B, e lo consideriamo come un quadran- 
golo completo, siccome ì suoi tre punti diagonali devono essere i 
vertici di un triangolo coniugato, cosi l' un d'essi sarà il centro 
della conica e gli altri due saranno ì punti all'infinito di due dia- 
metri coigugati; dunque: 

In ogni parallelogrammo inscritto in una conica, i 
lati sono paralleli a due diametri conjugati e le diago- 
nali ai segano nel centro. Ossia: 

Dne corde congitingenti un punto variabile A della 
conica fti termini di un diametro dato BB sono sempre 
parallele a dne diametri coQJngati. 
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216. Dal teorema del TS* 214 sì dedace tosto: 

Dna taugenti parallele {a, a') sono incontrate da due diametri 
couJDgati in quattro punti che uniti' danno due altre tangenti pa- 
rallele (&,&')• 

Se dai termini {A, A') di un diametro si conducono rette pa- 
rallele a due diametri coiyugati, queste concorrono in due punti 
della curva, che uniti danno an altro diametro. 

Date due tangenti parallele a, a', i cui punti di contatto siano 
A, A', ed una terza tangente b, se i&' A si conduce la parallela 
al diametro che passa pel punto a'b, e da ^' la parallela al dia- 
metro che passa pel punto aÒ, quelle due rette concorreranno net 
punto B, ove b tocca la conica. 

Date due tangenti parallele a,a\ i loro punti di contatto A, A' 
ed nn altro punto B della conica, la tangente in B segherà a in 
un punto situato nel diametro parallelo ad A'B, ed a' in un punto 
situato nel diametro parallelo ad AB. 

217. Suppongasi ora che la conica sia un cerchio (fig. 165'), 
cioè sia il luogo del vertice di un angolo retto AMB i cui lati 
AM, BM ruotino intomo a due punti fissi A, B. Questi Iati mo- 
bili generano due fiisci uguali, opperà projettivi; dunque la tan- 
gente in A sarà* quel raggio del primo fascio che corrisponde al 
raggio BA del secondo (N' 107). La tangente in A deve dunque 
fare Con BA un angolo retto ; e similmente la tangente in B sarà 
perpendicolare ad AB. Dall'essere le .tangenti in ^ e B rette pa- 
rallele, segue che AB ò un diametro e che il punto 0, mezzo di 
AB, è il centro della conica (N" 210). 

Poiché AB è un diametro, le rette AM, BM avranno, per ogni 
posizione di J^, la direzione di due diametri conjugati (N" 215); 
dunque due diametri conjugati del cerchio sono sempre 
fra loro perpendicolari. 

Le diagonali d'ogni parallelogrammo circoscritto al cerchio, do- 
vendo essere due diametri conjugati, si segheranno ad angolo retto; 
dunque ogni parallelogrammo circoscritto al cerchio è un 
rombo. In un rombo la distanza di due lati opposti è uguale alla 
distanza degli altri due lati ; perciò se ne! comporre il rombo cir- 
coscritto, teniamo fissi due lati opposti, e facciamo variare gli altri 
due, potremo concludere che la distanza di due tangenti parallele 
è costante. La distanza di due tangenti parallele è la retta che ne 
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unisce i punti di contatto, giacché questa retta , che è un diàiuetro, 
sega ad angolo rotto il diametro coniugato e le tangenti parallele 
a qaesto; dnnqne: tntt'i diametri sono ugnali. 

Le diagonali d'ogni parallelogranuno inscritto sono diametri; ma 
i diametri sodo tutti uguali; dunque tutt'i parallelogrammi 
inscrìtti sono rettangoli. 

218. Qualunque sia la conica (fig. 161"), se 8 è una retta'ar- 
bitram il cui polo sia 8, le corde parallele ad s sarauio bisecate 
dal diametro passante per S; giacché essendo ^ ed il punto al- 
l'infinito di s punti reciproci, la polare del secondo punto deve pas- 
sare pel primo. Possiamo anche dire : 

II diametro conjngato a quello che passa per on dato 
punto è parallelo alla polare di questo punto. 

a) Se il diametro per S sega la conica in due punti M, M", 
questi saranno separati armonicamente mediante il polo i9 e la po- 
lare s (^); dunque, detto il punto di mezzo di MM', ossìa il 
c«ntro della conica, ed JS il punto in cui cotesto diametro sega 
la polare s, avremo (N" 55, i): 

os.ob=om' 

b) Bi qui segue una costruzione del semidiametro coniugato alla 
corda AA' di una conica, della quale siano dati altri tre punti. 
Si trovi il centro (N» 213) e si congiunga al punto di mezzo R 
di AA'; si costruisca la tangente in ^, la quale incontri OR in 
S e 8\ prenda OM media proporzionale fra OR, 08; sarà OM il 
semidiametro cercato. 

Se si trova fra JS ed S, sicché OR, 08 siano di segni op- 
posti, il diametro OR non incontra la curva. Ha anche in tal caso, 
la lunghezza OM, media proporzionale fra OR, OS, si denomina 
grandezza del semidiametro coigngato alla corda AA'. 

Un'analoga definizione si pu& dare per una retta qualsivoglia 
(N» 223). 

e) Se la conica è uu cerchio, a cagione dell'ortogonalità de' dia- 
metri coniugati (N' 217), avremo: 

La polare di un punto qualunque rispetto al cerchio 
è perpendicolare al diametro che passa pel polo. 

C) Apouokio, I. e, I, U, 36, II. 29, 30. 
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99. Da quest'ultima 't}roprÌ6tà si pud catare vm importantissimo 
teorema. Sì considerino ì ^\miì A, S,C,... ài una retta punteg'- 
giata s come poli {Rg. 166'); i diametri 0{A, B, C,...) che li pro- 
jettano dal .centro della conica formeranno un fascio prospettivo 
alla punteggiata. XJq altro fascio, è costituito dalle rette a, b, e, ... 
polari di A, B, G, ... , giacché queste (N" 190) passano tutte per 
uno 'stesso punto S, che ò il polo dis; e siccome, per l'anzidetta pro- 
prietà (supposta la conica essere un cerchio), le rette {A, B, €, ...) 
sono ordinatamente perpendicolari alle a, h, e, ... , cosi i due fasci 
sono uguali. Ne segue che la punteggiata dei poli ABC... è pro- 
jettiva al fascio delle polari abc.... 

Questa concliisione non è vera soltanto pel cerchio, ma eziandio 
per tutte le coniche. Infatti, una conica data qnalsÌTOglia può sem- 
pre essere considerata come proiezione di un cerchio (N' 113, 114); 
nella projezione le forme armoniche corrispondono a forme armo- 
niche (N» 43), epperò ad un punto ed alla sua polare rispetto 
alla conica corrisponderanno un punto e la sua polare rispetto al 
cerchio, e viceversa. Ad una punteggiata di poli ed al fascio delle 
polari rispetto alla conica corrisponderanno una punteggiata di poli 
ed il fascio delle polari rispetto al cerchio; ma questa punteggiata 
e questo fascio sono projettivi; dunque: 

La punteggiata costituita da nn numero qualunque di 
poli in linea retta ed il fascio delle rette polari, rispetto 
ad una conica data, sono due forme projettive 0). 

220. Siano A, B, C... punti di una retta s (fìg. 167»); a, b, e ... 
le loro polari, le quali sono rette incrociate in nn punto fisso S, 
polo di s; e siano A', B, C, ... i punti in cui s è incontrata dalle 
a,b,e,.... Siccome A ed A' sono punti reciproci, così la polare 
di A' passerà per A, e precisamente essa sarà la retta SA, giac- 
ché S è reciproco ad ogni punto di s. Il fascio ^ ... ò (N" 220) 
projettivo alla punteggiata ABC... e prospettivo alla punteggiata 
ASC ... ; dunque, queste due punteggiate sono projettive. Ma in 
queste due punteggiate, due punti come A, A si corrispondono in 
doppio modo; infatti, se consideriamo A come punto della prima 
punteggiata , la sua polare (che è SA) sega la retta s nel punto A. 
Dunque (N" 93) le coppie di punti reciproci AA . BB . CC ... 

(■; MObius, i. e, p. iis. 
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SODO io iDTolimoDe (^). Se l'inTolazioiie ha dne jHuitì doppi , uno 
de' quali sia M, sarà M un punto reciproco a sé stesso, vale a 
dire un punto tale che la sua polare passi pel polo stesso; dunque 
^sarà (:N' 188) un punto della coRa, ed 8M sarà la tangente 
in esso punto. 

Anche le coppie di rette aa' .bb' . ce' ... , polari dei ponti 
AA' . BB . ce ... costituiscono un'involuzione, sia in virtù del 
teorema del N" 219, sia perchè quelle rette nascmo dal proiettare 
questi ponti da 8; dunque (^: 

Una retta data ad arbitrio (che non sia tangente alla co- 
nica) contiene infinite coppie di punti reciproci, le quali 
costituiscono un'involazioce. Se la retta sega la conica, le 
due intersezioni sono i punti doppi dell'involuzione. Il punto cen- 
trale dell'involuzione è situato nel diametro che passa pel polo della 
retta data (N* 218). 

Per on ponto arbitrario (che non sìa situato nella conica) 
passano infinite coppie di rette reciproche, le quali co- 
stituiscono un'involuzione. 

Se il ponto è esterno alla carva, le tangenti ohe passano per 
esso sono ì raggi doppi dell' involuzione; cioè (N' 96, a): Due 
tangenti e due rette recìproche uscenti da ano stesso 
ponto formano un fascio armonico. 

Se il punto dato è all'infinito, si ha on'involozione di rette pa- 
rallele, reciproche a due a due, il raggio centrale della quale è un 
diametro della curva (N" 99). 

221. Sia ABCD un quadraogolo senifilice, inscrillo nelli conica (R%. f68*); 
F l'interseziane delle sue diagonali AC, BD; eJ E,G i punii di concors» 
delle coppie di lali opposti : cosi die ì Ire punii E, F, G saranno a due a due 
reciproci (N* 193). Da un punto qualun((ue / della EG conducansì le tangenti 
IP, IQ alla conica, e inoltre si projetlino i vertici del quadrangolo. Le due 
tangenti sono separale armonicamente mediante le lE, IF, perchè queste 
rette, essendo F il polo di lE, sonu reciproche (N" 220). Le lE, IF formano 
un gruppo armonico anche colle lA, IC, giacché la diagonale AC del quadn- 
lalero completo formato dalle rette AB, BC,CDiDA è divisa armonicamente 
dalle altre due diagonali BD, EG, e i quattro raggi accennati sono appunto 

(>) Si suppone che s non sia cna oagcDle delia conm. Se fosse-una tangente, presi 
ad arbitrio in essa i ponti ABC..., \ pnnli A'B'C ... coinciderebbero falli net punto 
di eoDUtto S. 

C) DssuoiiES, l. e, p. 1»a-3. 

10 Cmmoiu, film, di Onm. ptvjelt. 



ih. Google 



M6 

qunlli che da F projeltano i quallro ponti armonici di AC. Perla nteieùma 
ragione le lE, IF separino armonicainenle le IB, IO. Le dne laagesti , le 
lA, IC e le IB, ID sono pertanto Ire coppie di rette conjugate in una stessa 
inToluiione, i cui raggi doppi sono lE, IF (N" 96, a). Ossia: 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica, e se da un punto della reUa 
cbe unisne i punti di concorso delle coppie di l.ili opposti si tirano le lan- 
genti alla, curva e eì projettano le due coppie di vertici opposti , si hanno 
tre coppie di rette conjugate in ìnvolutione. 

a) In virtù del teorema correlatilo a qudlo di Desargues (K» US, a de- 
stra) si pub inscrirere nel quadrilatero ABCD una conica che tocchi le due 
rette IP, IQ. 

h) Il teorema correlativo a quello ora dimostrato si enuncia cosi: 

Se un quadrilatero (semplice) ABCD è circoscritto ad una conica (fig. 169'j, 
e se pel punto F comuue alle diagonali si conduce ad arbitrio una trasver- 
sale, questa incontra la curva e le due coppie di lati opposti AB e CD, 
BC e AD ih tre coppie di punti conjugati in involuzione. 

e) In virti^ del teorema di Desargdbs (N° li3, a sinistra), pei due pnnti 
comuni alla conica data ed alla trasversale, e pei quattro vertici del qaadrì- 
Ùlero si può far passare una conica (')• 

222. La leofla de' punti reciproci dà una soloiione del problema: tro- 
vare le intersezioni della conica individuata da cinque punti o da cinque 
tangenti con una retta data s. 

Presi in t due punti V, V, se ne costrniscann le polari u, v (N* 191), le 
quali incontrino i in V, V. Se l'involuzione determinata dalle coppie di 
punti reciproci VV, VV ha due punii doppi M, N, queste saranno (?r S30) 
le cercale intersezioni della conica con t f^\. 

Correlaliiamenle si risolve il problema: da un punto dato S condurre le 
tangenti alla conica individuata da cinque tangenti o da cinque punti, 

223. Siano AA' due punti reciproci, situati nella retta dala s; ed il 
punto in cui » sega il diametro passante pel polo S (il diametro che taglia 
per metà le corde parallele ad >)> ^'^^ il punto centrale dell'involu- 
zione Tormata in » dalle coppie di punti reciproci, epperò 0^ . Oi4' = cosl.* 
(N° 96). Se i taglia la conica in due punti M, N, questi sono gli clementi 
doppi dell'involuzione, onde 0^ . 0.4'tr:OS'=US*. Se la reità i non in- 
contra la curva, il valore costante di OA . OA' sarà negativo {N" 96, t); e in 
questo caso vi sono due punti conjugati deU'in\uiuzione, //, H', ossia due 
punti reciproci rispetto alla conica, pei qinlì è il putito di mezzo; cosi 
che OA.0A'=0B.0ir — — OJP = ~mr'. II segmento HH' dicesi al- 
lora corda ideale della conica {^}; mentre nel primo casn M?f era una 
corda reale. Pietro questa delìnizione, si può dire che un diametro cbn- 

{■) Chasli:^, Sections coniqves, N< 132 e tìi'i. 

(*) Staudt, Geometrie (fer Lage, S* SOS, 

P) PoNCELET, l. e, p. 29. , , . .1 
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tiene i punii dì mezzo di tulle le corde reali ed ideali, purallele al diametro 
conju^to. 

Se due coniche hanno comune una corda reule UN, ciò significa che l'una 
e l'allra passano pei punti M, N. Invece, se sì dicesse che le due coniche 
hanno comune una corda ideale HH', ciò Tiirrebbe a dire che H ed IT sono 
punti reciproci rìspello ad entrambe te coniche, e cbe pel punto di mezzo 
ddk Hff passano i diametri delle due coniche che contengono i poli della 
HE" medesima. 

224. Tln &SCÌO di raggi ia ìnToluzione^ possiede in generale 
■(N" 163) una coppia di rette coniugate ortogonali; dunque: 

Per un punto dato ad arbitrio si puO sempre condurre 
una coppia dì rette reciproche ortogonali, che sono le 
bissettrici degli angoli delle tangenti che escono dal 
punto dato, se ([uesto è esterno, alla conica. 

225. Invece del punto arbitrario 8, preadiamo ora il centro 
della conica (iperbole od elUss»); due rette recìproche saranno due 
diametri conjugati ; dunque (N° 220) : 

Le coppie di diametri conjugati formano un'involu- 
zione. Se la conica è un'iperbole', l'involuzione ha per raggi doppi 
gli assintoti; vale a dire, due diametri conjugati dell'iper- 
bole sono sempre separati armonicamente mediante gli 
assintoti (}). Se la conica è un'ellisse, l'involuzione non ha 
raggi doppi. 

Considerando in un^nvoluzìone due coppie di elementi conjugati, 
secottdochè l'una coppia sia separata o no mediante l'altra coppia, 
l'involnzione manca o è dotata di elementi doppi (N^" 98, a); dunque: 

Di due coppie di diametri conjugati dell'ellisse, l'una 
aa' è sempre separata mediante l'altra bh' (fìg. 164*); 

Di due coppie di diametri conjugati dell'iperbole, l'una 
aa' non è mai separata mediante l'altra bb' (flg. 170*). 

226. L'involuzione de' diametri conjugati avrà (K° 224) una 
eoppia di diametri conjugati rettangolari. Se ve ne fosse una se- 
conda coppia, qualunque diametro sarebbe perpendicolare al suo 
cofljugato (N" 163), e in tal caso facendo muovere sulla curva 11 
vertice di un angolo i cui lati passino per gli estremi fissi di un 
diametro, quell'angolo sarebbe costantemente retto (N" 215),epp6r& 
la conica sarebbe un cerchio. 

0) DlUABlBB, /. e, n, t3, cor, t. 
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a) Dunque ogni conica, che non sia ana parabola, né un cerchio, 
ha una ed una sola coppia di diametri conjugatì rettangolari. A 
qaesti due diametri aa' (fig. 164* e 170') ai dà il nome di assi. 
Nell'iperbole gli assi aa' sono (N** 225 ; 52) le bissettrici degli an- 
goli degli assintoti m, n (fig. ITO*). 

b) Considerando un asse come un diametro che divida per metà 
ie corde ad esso perpendicolari, anche la parabola possiede un asse. 
Infatti , le corde perpendicolari alla direzione comune di tutt'i dia- 
metri,, essendo fra>loro parallele, hanno i loro punti di mezzo in 
una retta (N' 206), che è l'asse a della parabola (fig. 162'). 

227. Siano dati cinque punti di una conica; si poIrA, com'è dello net 
N» 313, costruirne il centro e due paja di diiimetri conjugatì un', m'. Se 
l'una di queste coppie è separata mediante Tallra, U conica sarìi un'ellisse, 
nel caso opposto un'iperbole (N° 225). In questo sncntido caso, costruendo 
i raggi doppi dell'involuzione determinata dalle coppie utt',vv', questi sa- 
ranno gli assintoti della curva. Neil'un caso e nell'altro, costruendo (N° 163) 
i raggi conjugati ortogonali dell'involuzione mediisima, quesU saranno -gli 
assi della conica. 

Si pD() anche (roTare la direzione degli assi, senza costrpire prima il centro 
e le coppie di diametri conjugati {*). A tale uopo si descriva it cerchio ABC e 
si costruisca (NM75,ii) il quarto punto C d'interSczione del medesimo colla 
conica individuala dai cinque punti dati ABCFGiiìs. 145'). Una trasversale 
arbitraria segherà le due curve e le coppie di iati opposti del quadrangolo 
inscrìtto comune ABÒC in. piuiti accoppiati in involuiione (N" 1Ì3). I punti 
doppi P, Q dì quest'involuzione, se esistono, saranno reciproci (N' 93, a, 220) 
rispetto all'una e all'altra curva, cioè comporranno la coppia comune (N° 164) 
aHe due involuzioni costituite sulla trasversale dai punti recìproci relativi si 
cerchio e dai punti reciproci relativi alla conica (^" 220). Sì iniagini assunta 
per trasversale la retta all'infinito ; siccome questa non taglia il cerchio, coì) 
almeno una delle predette due involazioni è priva di punti doppi, e per con- 
seguenza (N° 164) i punti P, Q esistono realmente. Questi punti essendo Jti- 
l'infinilo e reciproci rispetto ad entrambe le curve, saranno (N' 200, 2t^) 
i poti di due diametri conjugati del cerchio e anche di due diametri conju- 
gati della conica; ma i diametri conjugati di un cerchio sono ortogonali 
(N" 217), dunque P, Q sono i poli degli assi della conica. Gli stessi punii 
P, Q sono anche separali armonicamente mediante ciascuna coppia di lati 
opposti del quadrangolo ABCC ; ne segue che P, Q sono i punti all'ìnGnilo 
delle bissetlrici degli angoli di ciascuna coppia di lati opposti (N° 52). Di 
qui si vede che per ottenere le cercate direzioni degli essi, basta condurre 

C) PcNCBiBT, l. e. N» 39i. 
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le bissellrici di una copF»» di liti opposti de! quadrangolo ABCCt per esempio 
della coppia AB, CC (li?. 145'). 

338. Abbiasi tih quadrilatero completo qrst ed nn pnnto qnal- 
sÌTOglia 8 (fig. 138'). S'è già veduto (N" 145, a destra) che Del- 
l' iovolazione determinata dalle coppie aa', W di raggi che da 8 
projettano dne coppie di vertici opposti , sodo coDJngate le tangenti 
condotte da 5 a qualsivoglia conica inscritta nel quadrilatero. Sup- 
poniamo che l'involiizione abbia due raggi doppi m, n ; questi se- 
pareranno armonicamente quella coppia di tangenti (N* 96, a), 
epperò saranno essi (N* 220) retto reciproche rispetto alla conica. 
Dunque (N" 170, a destra): 

Se per un punto dato passano due coniche inscritte in un dato 
quadrilatero, le loro tangenti in quel punto sono rette reciproche 
rispetto a tutte le coniche inscritte nel quadrilatero medesimo. 

Invece dì assumere ad arbitrio il punto S, possiamo supporre 
data la retta m; se questa retta non passa per alcuno de' vertici 
del quadrilatero, esìsterà una (ed una sola) conica tangente alle 
cinque rette mqr^ (N" 116, b). Sia S il punto in cui questa co- 
nica tocca m ; per 6' passerà un'altra conica inscrìtta nel quadrila- 
tero, la cui tangente in 8 slndichi con ». Le rette m, n saranno 
adunque recìproche rispetto a tutte lo coniche inscritte nel qua- 
drilatero, vale a dire Qi' 189): 

I poli di una retta arbitraria m rispetto a tutte le co- 
niche inscritte in uno stesso quadrilatero sono situati 
in an'altra retta n. 

a) Siccome le m, n sono i raggi doppi dell'involuzione nella 
quale sono coniugati ì raggi aa' condotti da ^5' a due vertici op- 
posti, cosi: 

Le rette m, n dividono armonicamente ciascuna diagonale del 
quadrilatero. 

b) Le proposizioni correlative sono: 

Se una retta data toccA due coniche circoscritte ad un dato qua- 
drangolo, 1 due punti di contatto sono reciproci rispetto a tntto' le 
coniche circoscritte al quadrangolo medesimo. 

Le rette polari di un dato punto M, rispetto a tutte le coniche cir- 
coscritte ad uno stesso quadrangolo, concorrono in un punto Asso N. 

I due punti M, JV separano armonicamente ciascuna coppia di 
lati opposti de] quadrangolo completo. 
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e) Nel primo teorema bì snpponga essere m la retta airinfioìto, 
i poli di fft saranno i centri delle coniche (N' 210); dnnqne: 

I centri dì tutte le coniche inscritte in uno stesso qua- 
drilatero sono in nna retta (lìg. 171"), che divide per 
metà le diagonali del quadrilatero (i). 

d) Anche nel secondo teorema {b) supponiamo essere il pnitto M 
all'infinito; le polari di M saranno (N" 206) i diametri conjugati 
a quelli il cui punto all'infinito è M; dunque: 

I diametri di tutte le coniche cìrc(»critte ad un quadrangolo 
fisso, coDJugatì ad un diametro di direzione data, concorrono in nn 
punto f sso. 

229. Il teorema di Newton (N" 228, e) dà un mezzo semplice per trovare 
il centro ài una conìcu dala per mezzo di cinque tangenti abede (fig. 172°). 

Le quattro tnngenli abcd formano un quadrilatero, del quale si dÌTÌderaano 
le diagonali per metà. Operando similmente sul quadrilatero abct, le due 
bisecanti concorreranno in uo punto 0, che sarà il centro cercato. 

Le cinque tangenti, prese a quattro a quattro, dìnno cinque quadrilateri; 
le cinque bisecanti delle diagonali passeranno adunque tutte pel centro 
della conica inscrilla nel pentagono abcde. 

Lo stesso teorema serve a determinare la direzione dei diametri della pa- 
rabola data per mezzo di quattro tangenti abcd. Infatti, il punto all'infinito 
della retta che contiene i punti di mezzo delle diagonali del quadrilatero àkd 
sarà il polo della retta all'infinito rispetto ad una conica inscritta nel quadri- 
latero medesimo (N° 228), cioè sarà il punto aU'ìnBjiito della parabola in- 
scrilla. Dunque la delta bisecante è essa medesima un diametro della para- 
bola (llg. 171*). 

% 32. Fidare polari reciproche. 

230. S'è già veduto (N" 190) che, data una conica fondamen- 
tale K) se nn polo variabile descrive una retta, la polare mota 
intorno ad lin punto determinato ; e viceversa, se una fetta, consi- 
derata come polare, si muove passando per un punto fisso, il polo 
percorre una retta determinata. 

Considero ora come polari tutte le tangenti di una data cun-a 
C; ossia imagìno che la retta polare si muova inviluppando la 
curva data. H polo si muoverà descrivendo un'altra linea, che s'in- 
dicherà con C. I punti di C sono adunque i poli delle tangenti di C 

(■} Newton, l. e, lib. ), lemmi 25, cor. 3. 
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TiceTOrsa, dico che i punti dì C sono ì polì delle tangeaii di'O. 
Infìttti, siano Jlf, JV due ponti di C (fig. 173'); le loro polari 
M, n saranno dne tangenti di C; ed il ponto mn sarà il polo della 
corda M'N' (N" 190). Suppongo che il punto N' si vada sempre 
{Hit arvicìnando ad 3r ; ta corda M'N' si avvicinerà alla posizione 
della tangente di C in M' ; la retta n si accosterà sempre piti alla 
posixìone di m, ed il punto tnn tenderà verso il ponto ove m tocca C 
Quando la distanza M'N' sia divenuta evanescente, si avrà che la 
tangente di C in JIT è la polare del punto dì contatto Ira m e C 
Dungoe, come le tangenti di C sodo le polari dei ponti di C'^ cosi 
le tangenti di C sono le polari dei punti di C; se nna reti» m 
tocca C in M, il polo M- di m è on punto di C e la polare m' 
di 3f è tangente a C in M'. 

Le due curve C.C ciascuna delle quali è simoltaneamente il 
loogo dei poli delle tangenti dell'altra e l'inviloppo delle polari 
dei punti dell'altra, diconsi polari reciproche 0). 

331. Una retta qualunque r incontri una delle doe corvè reei- 
pzoehe in /x ponti ; le polari di questi punti sono altrettante tan- 
genti dell'altra curva, uscenti dal polo ^ di r. La seconda. corra 
ò donque toccata da tuite rette uscenti da un dato ponto ^..quante 
sono le intersezioni della- prima colla retta r,. polare di £'; e 
TìceTersa. 

33S. Sappongo ora che C sia ona conica; a 6 b siano due sue 
tangenti, che da tutte le altre tangenti e,d,e,:.. saranno in*- 
contrate in punti corrispondenti dì doe ppnteggiate projettive 
(N* 113, h). Vale a dire, considero C come inviloppo delle rette 
c,d,e,... che uniscono i punti corrispondenti. di due punteggiate 
projettive a. e J (N* 114, 6). 

La curva C conterrà i poli A', F, (7, ly, E, ... delle tangenti 
a,hiCid,e,,., di C Le rette ^' (CD'. J7'...) saranno le polari 
dei ponti a{c.d.e..) e formeranno un fascio projettivo alla pun- 
t^giata a dei poli; e cosi pure le rette B{C , D' . E ...) sv 
ranno le polari dei punti hic.d.e ...) e formeranno nn iasdo pro- 
jeiiivo alla punteggiata h dei polì (N° 219). Ma le due punteggiate 
a{c.d.e...),h{c,d.e...) sono projettive; sono adunque projettivi 
anche i fasci A{G .B .E ...), S{G' . D' . E..,). Donde segue che 

{*) Pmkuet, l.c, N* 333. 
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e è il Ino^ dei punti eomnni ai raggi corrispondenti dì doe fasci 
projettÌTÌ; ossia (N* 114, a) : 

La carra polare reciproca di ona conica è nn'altfa 
conica (^). 

S33. I>ata la conica fondamentale K. ed nn'altra conica C, 
della quale si voglia determinare la polare reciproca OS si pud do- 
mandare se sarà un'ellisse, un'iperbole o una parabola. IJa retta 
all'infinito è la polare del centro di K ; perciò i punti airiofi- 
nlto di C corrisponderanno alle tangenti di G uscenti da 0. Sogno 
da ciò che la conica C satik un'ellisse o un'iperbole, secondo che 
il punto sia interno od est«rno alla conica C; ^rà una parabola, 
se O è un punto di C- 

So >4 è il polo di una retta a rispetto a C» e se o', A' sono la polare 
di .1 ed il polo di a rispetto a Ti, sarà A' il polo di a' rispetto a C, 
perchè od un gruppo armonico di quattro poli corrisponde un gruppo 
armonico di quattro polari (N» 219), e viceTorsa. Dunque iì centro 
M' di C 8ftr& il polo relativo a K di quella retta m che, rispetto 
a C) è la polare di 0. Due diametri conjogati di C corrisponde- 
ranno, a due punti di m, reciproci rispetto a C, ecc., ecc. 

334. ^dl piano della conica fondamentale sia data una figura 
(N" 1) complesso qualsivoglia di punti, rette e curve; di ogni 
punto si costruisca la retta polare, di ogni retta il polo,, di ogni 
curva la curva polare reciproca. Si ottiene cosi una nuova figura; 
e le due ligure diconsi polari reciproche, perchè «Hasctma dì 
esse contiene i poli delle rette dell'altra, le polari dei pnnti del- 
l'altra, le curve polari delle curve dell'altra. 

Due figure polari reciproche sono figuro correlative, secondo 
il principio di dualità nella geometria. piana (N" 27); giacché ad 
ogni ponto dell'una corrisponde una retta nell'altra, ad ogni pun- 
teggiata delia prima un fàscio nella seconda. Di pih, esso giac~ 
eiono in u'qo stesso piano e vi hanno una determinata giacitura 
scambievole, essendo ogni punto dell'una e la retta corrispondente 
dell'altra collegate fra loro dalU condizione di dover essere polo 
e polare rispetto ad una conica fissa. Invece due figure correlative, 
concepite col solo uso del principio di dualità, non hanno fra loro 
alcun vincolo di posizÌDne l'una rispetto all'altra (^). 

(■) PuncKLET, l. ti., N° 234. (*) Steikeh, t. e., p. vii d«lla prebikwf. 
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235. Di due figure polari reciproche, se Tniia contieDe una pun- 
teggiata (di poli), l'altra contiene un fascio (delle polari); e queste 
due forme corrispondenti sono projettire (N° 219). Perciò, se i 
punti della punteggiata sono accoppiati in involnzione, anebe i 
raggi del fascio corrispondente avranno la medesima proprietà; e 
ai pnnti doppi della prima involuzione corrisponderanno i raggi 
doppi della seconda (N' 95). Se nell'una fignra vi è una conica, 
neU'altra ri sarà del pari una conica (N° 232); ai punti della 
prim* conica corrisponderanno le tangenti della seconda, alle tan- 
genti della prima i ponti della seconda ; ai poligoni inscritti nel- 
l'ana i poligoni circoscritti nell'altra (N" 230). Se ta prima fignra 
esprime la dimostrazione di nn teorema o la soluzione di un pro- 
blffloa, la seconda esprimerà la dimostrazione del teorema corre- 
lativo la soluzione del problema correlativo: dove lo scambio ha 
luogo ^ gli elementi pnnto e retta. 

236. TeousHi. — I vertici di due Irisngolì coiijugali ad una conica sono 
punti di una seconda cunica, e i loro lati sono laiigenti di una terza conica (*), 

Siano ABC, DEF due triangoli, cìiscun de' quali sia conjngato (N* 192) 
alla conica fondamentale K (Rg. 174') ; comincerò dal dimostrare che due de' 
sei bti incontrano gli altri quadro in due gruppi projeHivi di quattro punii. 

Il lato BC incontri DE , DF in £4 , C) ; ed il lato EF incontri AB, AC 
in Et, F^. I punii B,C sano i polì delle rette CA,AB; il punto B4. es- 
sendo comune alle BC, DE ba per polare la congìungenle AF de' loro poli ; 
é cosi pure Ci, comune alle fìC, DF, ha per polare la AE. Il gruppo di 
quattro poli BCBfi^ è dunque projctLivo (?v° 219) al gruppo delle quatiro 
polari i4(C, B, F,E); epperò è aiicbe projellivo al gruppo FtEfFB de' punti 
in cui qoeste quattro rette sono spgate dalla trasversale EF. Si ba cioè 
(BCBtC,) — (FiEiFE), ossia (N" 56) (BGBìC,) = {EìF,EF); uguaglianza 
che appunto esprìme la projetlivilA de' due grappi di quattro pnntì in cui 
)e BC, EF sono incontrale dalle AB, CA, DE, FD. Queste sei rette, vale a 
dire i sei lati de' triangoli proposti, sono udnnque (N° 114, b) tangenti di una 
mede'ìima conica C 

I polì di queste sei rette sono i sei vertici de' triangoli medesimi; duoqae 
(N* 232) ì sei veriici sono punii di una stessa conica C, che è la polare 
recìproca dì C rispetto alla conica fondamentale K. 

o) Il teorema attuale si pub esprimere eziandio dicendo che la conica C, 
Ungerne a cinque de' sei lati dì due triangoli conjugati ad una data conici K, 
tocca anche il sesto lato ; e la conica determiuata da cinque vertici passa 
anche pel sesto. 

(') SiEiNE», l. e, p. 309. — Cbabub, (. e, N* 246. 
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Donde s'iDferìsce che, se una conica C tocca i lali di un trìaogolo ohe 
coniugalo ad un'altra conica K, infiniti altri triangoli conjugali a questa 
saranno circuscriltj alla prima. Infalti , sia duna tangente qualsifoglia di C; 
dal ponto D, polo dì d rispetto a K, s'imagini condotta un'altra tangente e 
a C; e sia /' la polare, rispetto a K, del punto de, cosi che sarà def nn 
triangolo conjugato a K (N" 193). Siccome C tocca già cinqje lati diede di 
dae triangoli ccnjugalì a K, cosi toccherà anche il sesto lato f\ e. d.d. Sé 
dal punto D si possono condurre anche due tangenti e, f a K, le qoallro 
rette e/e/' formeranno un gruppo armonico, perchÈ le «/'sono reciproche 
rispelto a K (N° ^iO); dunque le èf saranno reciproche rispetto a .C. 

il luogo del punto D È la conica C, polare reciproca di C rìspeUo a K; 
dunque: 

Se una conica C è inscritta in un triangolo conjugato ad un'altra conica 
K, il luogo di un punto dal quale si possa condurre un fascio armonico 
di quattro tangenti alle due coniche è una terza conica C, polare reciproca 
di C rispello a K. 

ì>) Correlativamente, possiamo anche dire che, se una conica C passa pei 
vertici di un triangolo conjugato ad un'dllra conica K, sarà pur circoscrìlla 
ad infiniti altri triangoli coniugati alla stessa K; e le rette che segano C 
e K in due coppie di punti conjugali armonicamente sono tutte tangenti di 
una stessa conica C, polare reciproca di C' rispello a K. 

237. Considero tina couica C e dne triangoli circoBcritti OQB, 
(ypS (fig. 175'). Le due tangenti PS, Q'M' sono incontrate dagli 
altri quattro Iati CfP, OQ", OR, OS in due gruppi corrispondenti 
PQRS, FQ'KS di dne punteggiate projettive «, u' (N» 113, J). 
Perciò aai'anno anche projettivi i gruppi di raggi 0{P, Q, R, S}, 
0' (P", Q', JR, S") che projettano qaei ponti risp. da 0, 0". Dunque 
i punti P, Q', R, S, doTe si segano i raggi corrispondenti, sono si- 
tuati (N" 114, a) in una conica C» che passa pei centri di proie- 
zione 0, O; Tale a dire: 

Se dae triangoli sono circoscritti ad una conica, essi 
sono inscritti in un'altra conica. 

Partendo invece. dalla considerazione della conica C e de' trian- 
goli inscritti PQE, OJÌS, si dimostra affatto analogamente (cor- 
relatlramente) il teorema correlativo ed inverso del precedente; 

Se dne triangoli sono inscritti in una conica, essi 
soito circoscritti ad un'altra conica (^). 

a) Di qni segue immediatamente: 

{*) BnuNOroH, I. e, p. 3B. - Sthneh, /. C, p. <73. 
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La conica che coaUene cinque *er- 
Uci di due triangoli circoseritlì ad 
un'altra conica passa anche pel sesto. 



455 
La conica che tocca sei lati di doe 
triangoli inscritti in un'altra cunìca 
tocca anche il sesto. 



Ovvero : 

Se due eoBiche sono tali fihe si possa inscrirere nel- 
t'ana an triangolo che riesca circoscritto alTaltra, ìd- 
finiti altri triangoli arranDO ia stessa proprietà (>). 

h) Nella figura abbiamo quattro forme projettire, cioè le dae 
punteggiate u, u', che determinano le tangenti della conica C, e 
ì due fasci 0, (y, che determinano i ponti di C; il fascio è 
prospettivo alla punteggiata u, e cosi il fascio & è prospettivo 
ad u'% Dunque, se una tangente qualsivoglia di C sega u, u' in 
A, A', i raggi OA, OA' concorreranno in un punto 3f dì C; e 
TÌeevOTS», se un punto qualunque Jtf di C vien proiettato da 0, 0", 
i raggi proiettanti incontreranno u,u' in due punti A, A' Ai una 
stassa tangente di C- Dunque: 



Se due lati di un triangolo Tarla- 
bile AA'M girano attorno a due punti 
fissi 0, 0* dì una data conica, men- 
tre i vertici opposti corrano su due 
rette fisse a, u, ed il teno vertice 
percorre la conica anzidetta, il terzo 
lato toccherà costantemente una co- 
nica deterDiinata , tangente alle due 
rette v.u'. 



Se due vertici di un triangolo ia- 
riabile AA'M corrono su due rette 
u,u', tangenti ad una conica data, 
mentre i lati opposti ruotano intorno 
a due punti Bssi O',0, ed il terzo 
lato tocca la conica anzidetta, il teno 
vertice percorrerà una conica deter- 
minata, che passa pei punti 0, 0'. 



238. Abbiasi un triangolo TIÌS, i cui lati BS, ST, TR (fig. 106') 
siwio incontrati da nna trasversale in A', B", C; e le polari di 
-questi punti rispetto ad una conica data K (non tracciata nella 
figsra), incontri la trasversale medesima ne' punti A, B, C. Le tre 
coppie di punti reciproci 'AA', BB\ CC saratòio in involuzione 
(N* 220), epper6(N<' 1Ó3) le congiungenti 2L4, BB, 5(7 concorre- 
ranno in un punto Q. Suppostasi inoltre il punto T reciproco ad 
A', ed B reciproco a B" ; vale a dire, le polari di A', S' (rispetto 
aKla conica data) siano TA, BB; il ponto Q comitne a queste po- 
lari a&tk per conseguenza il polo della trasversale A'S". Essendo 
C un pnnto di qaesta retta ed inoltre reciproco a C, la sua po- 
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lare sarà QG; ma QG passa per 8; dnnqae anche S & C sono 
pnnti reciproci. Considerando ora il quadrilatero completo formato 
dalla trasversale e dai lati del triangolo TRS, si potrà cooclodere 
il teorema; 

8e i termini {T,A'),(M,B^ di due diagonali di nn qua- 
drilatero completo formano dae coppie di poli reciproci 
rispetto ad nna data conica, anche i termini {S, C) 
della terza diagonale sono reciproci rispetto alla mede- 
sima conica (•). 

a) n teorema correlativo potrà senire d'esercizio ai gioTuii 
studiosi : 

Se dne paja di lati opposti dì sn quadrangolo com- 
pleto sono formate da rette reciproche rispetto ad nn& 
conica, anche gli altri dne lati saranno rette reciproche 
rispetto alla conica medesima. 

Del resto, per ottenere il quadrangolo completo qni accennato, 
basta prendere la figura polare reciproca del quadrilatero conside- 
rato nel teorema di Hbsse , cioè la figura formata dalle polari do' 
sei punti TA' . RB . SC. 

h) La seguente proposizione è un corollario del teorema ora di- 
mostrato : 

Due triangoli reciproci rispetto ad una conica sono 
omologici (^. 

8ia ABG un triangolo (fìg. 158*) ; le polari dei vertici, rispetto 
alla conica data, formano un altro triangolo A'SC, reciproco al 
primo: cioè, recìprocamente, i lati del primo sono le polari dei ver- 
tici del secondo. Sia E il concorso delle CA, G'A' ; ed i^ il con- 
corso delle AB, AB'. I punti 5 ed jE sono reciproci, perchè £ 
è situato nella G'A', polare di B; e così pure sono reciproci C 
ed F. Nel quadriktero formato dalle rette BG, GA, AB, EF ab- 
biamo dunque due coppie di vertici opposti BE, GF, che sono poli 
reciproci rispetto alla conica data : perciò, la stessa proprietà, sarà 
posseduta dagli altri due vertici , cioè dal punto A e dall'interse- 
zione delle rette BG, EF. La polare di A, che è BG', passa per- 
tanto pel punto D, comune alle BG, EF; cioè, ne' due triangoli 

(■) Desse, De octo punctìs intersectionis trium superficientm tecvndi ordinis 
(Disserlatio prò venia legendi, Regiomonti (!)(<>), p. tT. 
C) Catats, t. e, N' 135. 
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4 «7 
ASO,A'ffC, le coppie di lati corrìspondeQti si segano in tre 

paott in linea retta DEF. Ne segue (N* 13) che le conginn- 
genti de' vertici AA', SS', CC concorreranno In un punto 0, polo 
della retta VEF. 

e) Combinando questo teorema con quello del ^N" 118, si paD 
enunciare la seguente proprietà: 

Se due triangoli sono reciproci rispetto od una conica fi , i sei 
punti nei quali i Iati dell'uno s^ano i lati non corrispondenti del- 
l'altro sono in una conica C ; e le sei rette congiungenti 1 vertici 
dell'ano ai 'vertici non corrispondenti dell'altro toccano un'altra co- 
, bica C , che è la polare recìproca di C rispetto a fi (i) (N» 232), 
perchè coteste sei rette sono le polari di quo' sei punti rispetto a fi. 

Se dei due triangoli l'uno A'B'C' è inscritto nell'altro ABC, le 
tre coniche coincidono in una sola che ò circoscritta al primo ed 
inscritta nel secondo triangolo <K' 137, 139). 

d] Dati due triangoli omologici ABC, A'B'C, proponiamoci il problema di 
costruirti la conica, rispello ulla quale essi sodo reciproci. Per ottenere i 
punii io cui questa conica incontra per es. la retta BC, basta osservare che 
essi sono gli elementi doppi dell'involuzione nella quale B k conjugalo all'ÌD- 
lersezione di BC con C'A', e C è conjugato all'intersezione di BC con A'B' 
(N" 220), Siccome i punti A', B sono i poli delle retle BC, C'A', cosi essi 
punti e l'intersezione di queste rette saranno i vertici di un triangolo conjugalo 
(N° 192). Dunque, se cercando le ìnlersezioni della conica colte rette BC, C'A' 
est processo suesposto, si trovassero due involuzioni senta elementi uniti, 
bisognerà concluderne che la conica non esiste; giacché, quando essa esistesse 
realmente, due Iati del triangolo conjugalo dovrchber» incontrarla (N" t95). 

Il centro d'omologia de' due triangoli dati (fig. 158') è il polo dell'asse 
di omologia DEF: e la corrispondenza projctliva (N" 219) fra i ponti (poli) 
dell'asse e Ì ragjci (polari) uscenti dal centro d'omologia è determinata 
dalle tre coppie dì elementi corrispondenti; D ed ^.4', E e BE', F e CXI'; 
epperò, di qualunque altro punlu dell'asse (di qualunque altro raggio per 0) 
si potrà costruire linearmente (N° 66) la polare (il polo|. 

11 discorso fallo qui pel punto e per l'asse d'omologia può ora essere 
rìpeluto per qualunque vertice dell'un triangolo e per la sua polare, che è 
it corrispondente lato dell'altro triangolo. Intatti, se per es. si considerano 
il verlice A' e il lato BC, la corrispondenza projelliva Tra ì raggi por A' e 
i punti di BC è determinata dalle Ire coppie d'elementi corrispondenti: A'ff 
e C. A'C e B, A'O s D. 

(■) Dico eorrispoDdcnlj per es. il lalo RC dell'an triangolo e il lato A'C del- 
l'illro cbe si oppine al polo 4' di BC, ecc. 
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Ciò premesso, si pi)6 coslruire linearmente anche la polare dì àa pnnio 
qualunque P, o il polo di una retta qualsivoglia p. InfaUi, se è dato P, noi 
sappiamo già costruire i poli delle rette PO, PÀ, PB, PC, PA', ... , i quali 
giaceranno in Dna retta, che è la cercata polare dì P. Se invece è data la 
retta p, le polari dei punti in cui essa incontra BC, CA, ... concorreranno 
in un punto, che è il polo di p. 

Ora si badi che tntte queste determinazioni di poli e polari sono lineari 
(di 1° grado) e indipendenti dalla coslruiione dalla conica fondamentale: la 
quale è invece un problema di 2» grado, perchè si riduce alla ricerca degli 
elementi doppi di un'involuzione. La costruzione dei polì e delie polari è 
dunque sempre possibile, anche quando non esiste la, conica fondamentale. 
Vale a dire: i due triangoli omologici proposti individuano una corrispon- 
denza reciproca Tra i punti e U rette del piano, tale che ad ogni punto cor- 
risponde una retta, ad ogni retta un pgnto, ai raggi di un fascio i punti 
d'una punteggiata proiettiva al fascio, e viceversa. Conveniamo di chiamare 
polo e polare un punto qualunque e la retta che gli corrisponde; e si- 
stema polare cotesto insieme di poli e polari, che possiede tutte le pro- 
prietà di quello che è determinato da una conica fondamentale (N° 188). 

Due triangoli omologici individuano pertanto un sistema polare. Se esiste 
una conica fondamenlale, questa è il luogo dei poli situati nelle rispettive 
polari ed è l'inviluppo delie rette passanti pei rispettivi poli. Se non esiste 
conica fondamenlale, non vi ha alcun punto situato nella propria polare (1). 

% 29. Corollari e costruzioni. 

239. Rammentisi il teorema del N" 205, e si supponga che i vertici B, C 
del triangolo inserìUo. ABC siano i punti all'inOnito di Dn*iperì)Ole; allora 
S sarà il centro della curva, e il teorema darì : 

Se da un punto (i4) dell'iperbole si conducono le parallele agli assintoli, 
queste incontrano un diametro qualunque in due punti reciproci (F, G). Ossia: 

Se per due punti recìproci allineati col centro dell'iperbole 
si tirano le parallele agli as&intoti, queste sì segano sulla curva. 

Di qui si cava un modo di costruire per punti un'iperbole della quale 
siano dati gli assintoti e un punto M. Sulla retta SM, che congiunge ^ al 
punto S comune agli assinloti, si prenderanno due punti conjugaii dell'invo- 
luzione determinala dal punto centrale S e dal punto doppio IH; cotesti due 
punti sono reciproci rispetto alla conica (N' 220), epperò conducendo per 
essi le parallele agli assintoti , i due vertici del parallelogrammo risultante 
saranno punti delia curva da costruirsi. 

240. In modo analogo si applichi all'iperbole il teorema del N' 20i, sup- 
ponendo che i lati 6, e del triangolo inscritto abc siano gli assintoti; 

(') SiATOT, /. e., N- 2il. 
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Se pei pnoti in eoi gli assìnloli deH'ìperhole sono segati At una ungenle 
<)u8!uitqae (a) si conducono due parillele (f, g) in dìreiione arbitraria, queste 
sono rette reeiprocbe. Ossia : 

Due rette recìproche parallele segano gli assintoti in punti 
situati in una sless» tangente dell'iperbole. 

Di qui si cara una regola per costruire le tangenti di un'iperbole, della 
quale siano dati gli assintoti ^, e ed una langenlc m. A quest'uopo basta 
condurre parallelamente ad n due rette coniugate nell'ìnToluzìone (>* 99) de- 
terminata dal diametro parallelo ad m, come raggio centrale, e da m come 
ra^io. doppio. Coleste due rette conjugale sono recìproche rispetto alla co- 
nica, epperò, congiungendo ì punti in cui esse tagliano gli assintoti, si airà 
usa tasgente della curra. 

241. Siano £ e C due punti qualunque d'una parabola, ed A il punto 
ofs la curva è incontrata dal diametro che taglia per metA la corda BC. 
Siane F, G due punti recìproci, situali ne) diametro, cioè due punti equidi- 
sUDti da A {y 106); jn ^irtù del teorema del N" 205, le rette BF, CG. 
come pure le rette BG,CF concorreranno sulla curva. 

Di qui si ha una costruzione per punti della parabola circoscritta ud un 
triangolo ABC ed avente per diametro la retta condotta da A al punto di 
mezio di BC. 

Siano HfH" due punti reciproci, presi nella corda BC, cioè due ponti 
separati armonicamente. per meuo di BC. Siccome i punti H, Jf sodo in 
linen retta col polo del diametro che pass.1 per j4, cosi, applicando il teorema 
stesso del N° 205, si avrà un punto della parabola nell'incontro della AH col 
diametro per /T (e un altro nell'incontro della AH' col diametro per H). E ciò 
di un altro modo dì costruire la parabola sullo le condizioni dianzi esposte. 

242. Se nel teorema de) N" 204 supponiamo che e sia la retta all'ìnll- 
nito, si ha : 

Se a, b sono due langeulì della parabola, e se per un punto qualunque 
del dìamHro conjugato ad a si conducono due rette reciproche, l'una delle 
quali passi pel punto ab, l'altra sarà parallela a b, e liceTersa. 

Cosi si ha una maniera dì costruire per tangenti la parabola, della quale 
siano date due tangenti a, t, il punto A di contatto dì a e la direzione dei 
diametri. Conducasi per A il diametro che incontri I in ; r.illra tangente t 
per sari la retta che è separata armonicamente da 1 mediante il diametro 
OA e la parallela ad a, Tirinsi ora per due rette recìproche, cioè due 
rette h.K che separino armonicamente t, t'; la parallela ad h' condulla pel 
punto ^ e la parallela ad h condotta pel punto h'a saranno tangenti della 
parabola cercata. 

243. Se nel teorema del N* 204 si suppone che a sia la retta all'inS- 
nito, b e e doe tangenti della parabola, si ha: 

Le rette parallele a due tangenti della parabola, condotte per un punto 
ddla corda di cunlatto, sono reciproche. 
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Dunque, applicando lo slesso teorema, si avrì ancora: 
Se per un pnnto della corda di contaUo dt due tangenti b,e 
della parabola sì conducono due rette, b parallela a ft ed V pa- 
rallela a e, la retta che unisce i punti kc, h'b sarà una tangente 
della curva (*). 

Di qui un mezzo per costruire le langótiti della parabola determinata da 
due tangenti e dai loro punti di contatto. 

244. Nel teorema del N" 205 , supponiamo che il triangolo in- 
scrìtto sia AA^M, avente due vertici A,At in linea retta col 
centro della conica (ellisse od iperlxile, fig. 176'); onde il polo 
del Iato AAj sari il pnnto all'infinito, comune alle corde bisecate 
dal diametro AAi. U suddetto teorema ih: 

Le rette condotte da due punti reciproci P, F ai ter- 
mini A,Ai del diametro, il cui conjngato è parallelo alla 
PP, concorrono sulla eouica. 

a) Le coppie di punti reciproci, analoghi a PF, che suppor- 
remo presi nel diametro conjugato ad AA^, formano un'involnnone 
(N" 220), il cui pnnto centrale è il centro della conica. Se qnesta 
involuzione ha due elementi doppi B, B^ questi sono punti della 
curva , la quale è per eottsegueoza un'ellisse. Se l'involuzione non 
ha punti doppi, la conica è un'iperbole (N° 212); allora si pos- 
sono trovare due punti B, B^, coqjugati nell'involuzione, opperà 
reciproci rispetto alla conica, i quali abbiano per pnnto di mezzo 
(N" 96, h). E nell'un caso e nell'altro, per grandezza del diametro 
coniugato ad AAi s'intende il segmento BB^ (N' 218, 6, 223). 

Per l'ellisse si ha (N- 223) 

OP . OP' = eost.' = 0B'= OB', 
e per l'iperbole 

OP.OF = eost/ = OB . OB, = — 0JB'= — OB'. 

b) Il teorema suesposto ci dà pertanto un modo di risolvere il prolilenia: 
Costruire per punii )a conica àA\3 quale sinno dati in grandezza e posi- 
zione due diametri conjiigati AAf, BB\. 

Nel caso dell'ellisse (lìg. 176*, a) ì quadro punii AA^BB^ apparlengono 
alla cufTa; nel caso dell'iperbole (fig. 176*, b), sia AAi il diametro die sega 
la conica. 

(■) DaAimE, I. e.. Ili, Si. 
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Nel diametro 50, eoslruisciingì più coppie di punti PP' conjiigati nell'iii- 
Tuluziotie che ha ìd il punlo ceiiirule, e BBf per punii doppi nel 1* caso, 
oTKfo BB, per puDti conjuguti nel 2", I raggi AP, A^P {cutaa pure i raggi 
AfP, AF) sì segheranno sulla curva. 

e) Le OX, OX' condotte per parallelamente alle AP, AF 
sono due diametri conjagati (N* 215). I diametri conjiigati for- 
mano un'involuzione (N* 225), opperò anche le coppie di punti 
analoghe ad XX' (ove i diametri incontrano la tangente in A) 
costituiscono un'involuzione, il cui punto centrale è A, perchè OA 
e la OS, parallela ad AX, sono due diametri conJQgatì. Se la co- 
nica è un'iperbole, l'iuToluzione de' diametri coniugati ha due raggi 
doppi, che sono gli asaintoti ; dunque, i punti E, E,, ove AX in- 
contra gli assintoti , sono i punti doppi dell'involuzione XX' .... 

Nella Ggura (116*1)) è segnala un solo d^i punti KKf. 

d) Dai triangoli uguali OPA, AXO si ha JX= — OP; e dai 
triangoli uguali OF^i.^X'O si ha del pari 4X' = 0P(i)-Ma 
(a) si ha OP.OP =±US\Anììtìne AX.AX' = +UB\o3sh: 

Il rettangolo de' segmenti che due diametri conjugati 
determinano sopra una tangente fissa, a partire dal 
pnnto di contatto, 6 costantemente uguale al quadrato 
{^(Jb) del semidiametro parallelo alta tangente fissa. 

e) Nel caso dell'iperbole, 1 punti K, K, sono gli elementi doppi 
dell'involuzione nella quale A è lì punto centrale e XX' due punti 
conjugati ; dnnqne AX. AX' = 'ZK*= WB\ epperò AK^= OB. 
Ciò significa che la figura OAKB è uh parallelogrammo; ossia: 

Se si costruisce un parallelogrammo su due semidia- 
metri conjugati dell'iperbole, una delle diagonali è un 
assintoto, e l'altra diagonale è parallela al secondo as- 
sintoto {^. 

Che l'altra diagonale AB sia parallela al secondo assintoto ri- 
sulta dal segare colla AB il fascio armonico (N" 225) formato dai 
due assintoti e dai due diametri conjugati OA, OS. Siccome la 
sezione di un assintoto è il punto di mezzo di AB, cosi la sezione 
dell'altro sarà all'infinito (N" 51). 

Per rendersi conio da' segni, basta osservare che nel ciao dfir ellisse OP, 0?" 
hanno lo slesso senso, mentre AX, AX' bsnno sensi opposti; nel caso -dell'iperbole 
OP ed OP sono t^posti, AX ed AX' sona nello sIhsso senio. 

(*J APOU.0N1O, /. e., il, ^■ 

11 CiUMfli, £tnii. di 6*om. pr^tt. 



ih. Google 



) Sia 2!) il punto il cai diametro OX incontra la tangente in 
Siccome OX', OXx sono (e) due rette reciproche passanti per 
punto della A4,, corda di contatto delle tangenti AX, AiXi, 
(N" 201) la congiungente X'Xi sarà una tangente della conica. 
I punto di contatto dì questa tangente è M, ponto cornane alle 
^AyP" (N" 244). 

) Osserriamo ancora che X'X, è una diagonale del parallelo- 
mmo contenuto dalle tangenti in A, A\ e dalle parallele ad 
I tirate per P,P; al quale risultato si giunge anche colla 
liderazione seguente. I punti di un diametro hanno per polari 
arallele al diametro conjugato {N° 212); dunque, essendo P,P' 
punti reciproci, condotte per essi le parallele ad AA^ , la prima 
i la polare di F, la seconda la polare di P; opperò esse pa- 
ale sono anche rette reciproche. Se ora applichiamo il teorema 
N" 204 a queste rette reciproche ed alle due tangenti in A, A, , 
niamo la seguente proprietà: 

e in un parallelogrammo due Iati opposti sono tan- 
iti alla conica, e gli altri due lati sono rette recì- 
che parallele al diametro conjugato a quelle tangenti, 
liagonali sono pur esse tangenti alla conica. 
) Si ha. cosi la seguente soluzione del problema: 
Dslruire per tangenti la conica della quale siano dati in grandezza e po- 
ne due diametri conjugali AAf, fiBj. 

ippostD essere BBf il diametro che non segn la conica, allorchò questa 
l'iperbole, si determini in esso una coppia di punti P, P' conjugali nell'in- 
!Ìone cbe ba il punto centrale in (centro delia curva), e BBf per puDti 
)i nel caso dell'ellisse, o per punti conjugati noi caso dell'iperbole. Con- 
e per A , A4 le parallele a BBf e per P, P' le parallele ad AAf, le dìa- 
ili del parallelogrammo risultante saranno tangenti della conica cercala. 

) I segmenti AX, A , X, sono uguali ed opposti ; ma si è veduto 
essere AX. AX' = :ì^OB^, dunque AX .AyXi=±0&; 
i a dire: 

1 rettangolo de' segmenti che una tangente variabile 
Xi) fa su due tangenti parallele fisse, a partire dai 
punti di contatto, è costantemente uguale al qua- 
to (±0B*) del semidiametro parallelo alle tangenti 
96 0). 
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t) Siccome la retta OB divide per metà la strìscia compresa 
&a le AX, A,Xi, cosi i segmenti che le AM, A,M determi- 
nano risp. Bulle AiXf , AX (a partire da A,, A) sono doppi di 
OP, OP". Ma pel teorema a), si ha t>J*. OP" =:coBt.*; dunqae: 

Le rette condotte dagli estremi di nn diametro dato ad 
an ponto qaalanqoe della conica determinano salle tan- 
genti conjagate al diametro due segmenti (a partire dai 
ponti di contatto), il cai prodotto è costante i}). 

Siccoiue (N" 216) il punto X è quello ia cui la tangente in 
A è incontrata dalla tangente parallela ad X'X\, cosi l'enunciato 
(it) pn6 anche esprimersi cosi: 

Il rettangolo de' segmenti {AX, AX') che due tangenti 
parallele variabili fanno su di una tangente fissa, è co- 
stantemente aguale al quadrato {■±0B^) del semidiame- 
tro parallelo alla tangente fissa. 

m) Il teorema del N° 244 serve anche a risolvere il problema : 

Di una conica sono dal! due punti A, Ai eslromì di un diamelro, un 
tuRd |iunlo M, e la direzione del diamelro cnnjiigato ad AAì ; truTare la 
grandezzii del secondo diamelro. 

Conducasi per 0, puuio di meno di AA^ , il diametro del qoate è data 
la direzione, e questo si laiilì colle congiuntemi AM, AfM ne' [lunli P, P'; 
indi si prendii OB media proporzionale Tra OP, OP': sarà OB ia metì della 
(grandezza cercata. 

fi) Il teurema d} dà una coslratìone delle coppie dei diatnelri coniugati, 
ed in particolare degli assi di un'ellisse, della quale stHno dati in grandezza e 
direzione due semidinoietri conjugati OA,OB (lìg. UT). Condotta per A la 
parallela ad OB, questa sarà la (aiigcnle in A , e due diametri conjugati 
qualìsifogliano h incontreranno in due punti X, X', tali che si avrà 
AX.AX-=i — OB^. Dunque se nella normale in A sì prendono due seg- 
menti AC. AD uguali ad OB, ogni circolo descritto per C e Ì) taglierà la 
suddetta tangente in due punti X, X' dotali di quella proprtelà, cioè in due 
punti cbe uniti ad dinno le direzioni di due diametri conjugati. Se il 
circolo si fa passare per 0, l'angolo XOX sarà reUo, epperò OX, OX sa- 
ranno le direzioni degli assi ('). 

245. Per fé estremità A, A' (fig. 178') di due semidiametri con- 
jugati OA, OA di nna- conica sì conducano, in una direzione arbi- 

(') AMUomo, I. e, lib. Ili, 63. 

Ó Clir. Cbasus, Aperf» Aiti., p. i5 e 36S; Sectiotu coniquet, N> 205. 
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traria , due corde parallele AB, AB ('). Per costruire i ponti B, B, 
basta congìungere i poli di dette corde; la congiuugente sarà il 
diametro OX che contiene i punti di mezzo delle corde medesime. 

Sia OX' il diametro coujugato ad OX, cioè il diametro paral- 
lelo alle corde AB, AB. Irruppi di quattro raggi 0{XXAB), 
0{X'XA'B) sono armonici (N' 51), epperft projettivi; dunque le 
coppie di raggi 0{XX' . AA . BB") sono in involuzione (N" 94). 
Ma le coppie OiXX' . AA) determinano l'involuzione de' diametri 
conjugati (N' 98, 225), dunque anche GB, OB' sono dae semidia- 
metri conjugati. Ossia: 

Se dai termini A, A dì due semidiametri coniugati 9i 
tirano due corde parallele AB, AB', ì panti JB,B sa- 
ranno termini di altri due semidiametri conjugati. 

Due diametri AA, BB determinano i^uattro corde AB che sono 
i lati di un parallelogrammo (N' 194, 215). I diametri risp. con- 
jugati A A', BB' danno in ugual modo un altro parallelogrammo, 
i cui lati sono paralleli a quelli del primo; cioè ogni corda AB è 
parallela a due corde AB e non parallela a due altre corde AB'. 

a) Siano H, K i punti in cui AB è incontrata dalle OA, OB; 
il semidiametro OX, che divide per metà AB, passerà anche pel 
punto di mezzo di HK, cioè AB ed fiiff" hanno lo stesso punto di 
mezzo; dunque AH= KB&ii AK=HB. I triangoli OAM, OBK 
sono perciò equivalenti (2) ; e cosi pure i triangoli AHB', BKA ; 
epperft anche i triangoli OAB, OAB. Ossia : 

Il paralletogramiQo costruito su due semidiametri (0^, 
OB') è equivalente al parallelogrammo costruito sui due 
semidiametri risp. conjugati. 

In modo analogo si dimostra l'equivalenza de' triangoli OAB, 
OAB. 

Per la medesima ragione sono equivalenti i triangoli AKA' 
e BHB', ed i triangoli OAK ed OBH, epperò anche i triangoli 
OAA',OBB'; ossia: 

Il parallelogrammo costruito su due semidiametri con- 
jugati ha un'area costante (^. 

(') Nel taso the la conica sia un'iperbole, se ^ è un punto della curva, A' sari 
l'estremo dì un diametro ideale, dennilo come ai t{< 218 b),ÌÌ3. [n qaeslo casoaoclie 
A'B" tari una corda ideale. 

(•) Balmeb, Ptanim^ p. 104. (•) Apollonio, L c, lib. Vii, 31, St. 
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b) Siano M, N i punti di mezzo delle corde non parallele AB, 
AB. Siccome (N" 215) AB, AB hanno le direzioni di due dia- 
metri com'agati , e siccome ON è il diametro coiyugato alla corda 
AB, cosi sarà 0^ parallela ad AB\ e similmente sono parallele 
le OM, AB; gli angoli OMA, ONA sono perciò nguali o sup- 
plementari ; e siccome i triangoli OMA , ONA sono equiralenti , 
perchè metà de' triangoli equivalenti CAB, OA'B', cosi si atrt 
Tognaglianza 

OM . AM= ± ON . NA (>)• 

Projettinsi ora (fig. 178', o e 6) i panti AMBA'NB dal ponto 
all'infinito di OS sulla BB. Il rapporto dei segmenti paralleli 
AM ed ON, OM ed NA è uguale a quello delle loro projezioni; 
cosi che dall'uguaglianza suesposta si dedurrà che il rettangolo 
delle projezioni di OM, AM è uguale al rettangolo delle proje- 
aoni di ON, NA'. Siccome i raggi projettanti sono paralleli ad 
OS, così le projezioni di OM, MA sono entrambe uguali alla 
metà della projezione di BA, ossia a quella di OA. £ssendo ^il 
ponto medio di AB, la projezione di ON sarà la semisomma delle 
projezioni di OA, OB' ; e la projezione di NA' sarà metà della 
projezione dì ABì cioè la semidifferenza delle projezioni di OA, 
OB. Bpperò si ha 

(proj. OA^) = -tproj. (OA' + OB') X proj. (OB ~ DA') 
ossìa 

(proj. OAf±(stT03. 0^)2 = (proj. OB')^. 

e) Analogamente, se sì projettassero qne'medesimi pnnti su OB, 
mediante raggi paralleli ad OB (fig. 178*, e), sì otterrebbe 

(proj. 0^)2 + (proj. 0^7 = (proj. OBf. 

Vale a dire: 

Se due semidiametri conjugati qaalisÌTogliano si pro- 
jettano sopra un diametro fisso, mediante raggi paral- 
leli al diametro conjugate a quest'ultimo, la somma (per 

(') Il doppio segno, cagionalo dalla djreiione relailva de'sfgmenii OM, SA', e de' 
segmenti ON, AM, corrisponde al caso dell'ellisse (Bg. I78',a) ed a quello dell'iper- 
bole {fl«. (78' b e e). 
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differenza (per l'iperbole) dei qnadrati 
ni è costantemente uguale al quadrato 
tro fisso. 

quadrati delle projezioni ortogonali dì un segmento 
fra ]oro perpendicolari è uguale al quadrato del 
ù del teorema pitagorico (}) ; duuque, se due dia- 
si projettano ortogonalmente sull'uno e sniraltro 
i, e se sì fa la souuna dei quadrati delle proje- 
liametro sui due assi, si ottiene il teorema: 
}%r l'ellisse) o la differenza (per l'ìper- 
ratì dì due Bemìdiametrì conjagati qualì- 
}stante, cioò sempre aguale alla somma 
lei semiassi (^). 

te, CA, AB dì un triangolo (flg. 179*) seghino 
coppie di punti Diy, EE', FF. Considerando il 
bo, ì cui lati incontrano le tr^Torsali DE, DfE 
EE', GG' , si hanno pel teorema dì Henxuo 
guaglianze : 

ÌE' BG ' GB-' ab' BGr~' 

OEE'I)' è inscritto ìiella conica; la trasversale 
i lati opposti e la conica in tre coppie di punti 
che sono in involuziono, pel teorema di Desìbgues 
e si avrà (N° 94) l'uguaglianza di rapporti anar- 
= {BAF'G'), dalla quale {ABFG) = (ABG'F), 
(ABG'F') = \, che è quanto dire 

AF.AF.AG.AG- , 



BF.BF'BG.BG' 

iza e le prime due, moltiplicate fra loro, danno la: 

^jy CE . CE AF.AF __, 
. CD' ■ AE .AE'bF.BF 

nte un celebre teorema dovuto a Cabmot (^. 

*., lOi. (•) Apollonio, I. e., llb. VII, 13, «3, 23, !d. 

ositìon, p. i37. 
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a) ^cerersa, se sai lati BC, CA,AB si hanno tre coppie dì 
pnnti Diy, EE', FF, e se i segmenti da essi determinati insieme 
coi rertici soddis&Dno alla relazione (1), questi sei ponti appar- 
terranno ad una stessa conica. Infatti , descrìvasi la conica deter- 
minata dai cinque punti DUEE'F, e sia F" il pnnto in cui essa 
segherà di nuovo AB. Avremo allora, in virtil del teorema di 
Cabrot, una relazione che differirà dalla (1) in ciò che il ponto 
F sarà surrogato da F. Questa relazione confrontata colla (1) 
dà AF : BF = AF' : BE' , donde iABFF')=l, ossia 
(FFBA) = l; dunque (N" 57, e) F eà F coincidono. 

b) Se il punto A sì allontana all'infinito (fig. ISO»), i rapporti 
AF: AB, AF' : AE' tendono verso l'unità; perci6 l'equazione (1) 
diviene in questo caso 

m B D.BTf CE . CE ' _ . 

^* CD.GD' BF.BF 

Conducasi parallelamente a SC nna retta che seghi CEE' in Q 
e la conica in PP ; la formola precedente applicata alle trasver- 
saU J)2y, PP, darà 

QE . QE' CD . C J' _ , 
CE. CE' ' QP.QP' ' 

e moltiplicando fra loro le ultime due equazioni, 

Sn.B Bf_ QP.QF 
BF.BF QE.QE' 

Tale a dire: 

Se per un punto qualsivoglia (Q) si conducono ad una 
conica due trasversali in direzioni date, il rapporto dei 
prodotti dei segmenti (QP.QP -.QE.QE) che la curva fa 
su dì esse, a partire dal loro pnnto comune, è costante (i). 

e) Se nella formola (2) si suppone che la conica sia un' iper- 
bole, e invece di BC si assuma nn soo assintoto 3K, il rapporto 
SD . SB : KD . KU avrà il Talore 1 , epperft 

HF.EF = KE.KE-, 

{•) ANLLonio, l e., lib. IH, 16-23. — Desamdks, /. e., p. SOS. - Dtunnt, I. e., V, 
40, M. 
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Per F guidisi la parallela ad OX, sino a segire gli asaintoli io B,B; 
Tacciasi in OX il segmento 05 medio proponionsle fra FB, FB\ gare OS 
la grandezza del semiasse diretlo sa^condo OX, il quale segherà o no la 
curva, secondo che i segmenll FB, FB hanno lo slesso senso o sensi op- 
posti. Da ulUnto, costruito il parallelogrammo, un lato del quale sia 05, un 
altro lato sia diretto secondo OKe una diagonale secondo un assintoto, il lato 
OR sarà la grandezza dell'asse diretto secondo OY |N" SU, e)- 

/) Nel piano di nn irìitngulo ^BC akbiansì due punti 0,0'',\iOA,OB^OC 
incnnlrìno risp. i lati opposti BC, CAy AB, in D, E. F; airemo pel teorema 
di Ceva (.N' lOi, a) : 

BD CE AF__, 

cd'ae'bf~ 

Similmente, se le ffA, ffBy OC incontrano i lati opposti in ff, £", F, sì ani 

Bff CE AF^__. 
CD' AE-' BF~ 

UoUiplicando Tra loro queste due equazioni, si ottiene la (1); dunque: 
Se da due punii arbitrari si projettano ì vertici di un triangola risp. sui 

lati opposti, si ottengono sei punti, pei quali passa una cunica. 
Per (esempio: i punti di mezzo dei Isti di un triangola e i piedi delle 

perpendicolari abbassale dai vertici opposti sui lati stessi sono sei punti di 

una conira (<). 

247. Phobleha. — Coslruire nna conica che passi per Ire punti dati 
ABC e rispetto alla quale siano reciproci i punti eonjugali di un'inioluiione 
data in una retta u (flg. 183*). 

Le rette AB, AC incontrino » in D, £, i conjagati dei quali, nell'invo- 
liizione dala, siano D', E'. Sia poi D" il punto separato armonicamente da 
D mediante A o B; cA E" il punto armonicamente separato da E mediante 
^ e C Allora, essendo D reciproco si a D', s) a 0", sari D'ff' la polare 
dì D: e similmente E'E' sarà la polare dì E. 

Conducansi le BE, CD sino a sf-gare rìsp. le E'E", D'ff' in plinti Eg. D^ 
che saranno reciproci il primo ad E, il secondo a D. Perciò, se si costrui- 
ranno i punti B', C in modo che ì gruppi BB'EEq, CCDOf^ siano armonici, 
i pnnti B',G' apparlcrrannn alla curva domandala. 

Nella figura le coppie FF, GG' sono quelle che individuano in u la data 
involKzione di punti reciproci. 

248. Problema. — Coslruire la conica che passa per quattro punii 
dati QRST e che divide armoincn mente un dato segmento MN (lìg. 183*). 

La retta MN sejihi le cojijiie di lati opposti del quadrangolo QRST in 
A ed A\B e £*. Se la conica cercata incontra la UN in due punti, questi 

C) Che è un cercfiio. Cfr. Steikeh nel t. XIX degli Anni^et de Mathématiques 
Iter 1828), p. *2. 
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formeranno una coppia dell Involuzione determinata da AA',Bff (N' 143). 
Per conseguenza, se l'involuzione i cui punii doppi sono MN e l'iuTola- 
zione determinata dalle coppie AA' . Bff hanno una coppia comone PF, 
la conica cercala passerà per ciascuno de' punti P, f (N" 96(i,1&4). 

Per costruire questi punti, sì descriv-j un cerchio ad arbitrio (N" 164), 
e da un pnnto di esso si projeitino sulla circonferenza i punti AA'BBMN 
in A^A^B^B^'M^S^ (MSeVè il punto comune alle ^,^44', S4B/, e se £f « 
il punto comune alle tangenti in W,, A^,, le rette per P e le rette per V 
determinano sulla circonferenza, e quindi (mediante projezione da 0) sulla 
retta MN \e. coppie di punti canjugati dell'una e dell'altra involuziane/Tirala 
la UV, se questa incontra il cerchio in due punti, projeltando questi da 
0, si avranno i punii cercati P, P. 

Sia W il polo della VV rispetto al cerchio, Ogni retta per W, la quale 
seghi il cerchio, determina su di questo e quindi sulla Mfi due punti se- 
parati armonicamente mediante PP', cioè due punti reciproci rispetto alla 
conica cercata. Dunque, se la VV non sega il cerchio, onde non si pos- 
sano costruire i punti PP', tireremo per W due rette a s^are il cerchio; 
projetleremo da i punii d'intersezione sulla MN, ed ivi otterremo due 
coppie di punti, che individueranno l'involuzione de' punti reciproci rispetto 
alla conica. 11 problema ,sarà cosi ridotto a quello che è tralLato nel N* 
precedente. 

249. Problema. — Costruire la conica che passa per quattro punti 
dati QRST e per due punii coniugati (non dati) di un'involuzione data in 
una retta u. 

Ouesto problema è analogo al precedente; giacché si traila di costniintla 
coppia di punti conjugati comune all'involuzione data e a quella che è de- 
terminata in u dalle paja di lati opposti del quadrandolo QRST {^° 143). La 
coppia cercata esiste realmente, se l'involuzione data non ha punti doppi ; e i 
punti che la costituiscono appartengono alla conica cercala. Se Tinvoluiione 
data ha due punii doppi M, N, il problema attuale coincida assolutamente 
con quello del N* 248. 

Questo problema e ì due che precedono ammettono evidentemente ona 
soluzione unica. 

250. Si consideri Qo'ìpertwle i cui assintoti siano ortogonali 
(fig. 184'). Siccome gli assintoti separano anDonicamente dae dia- 
metri conjugati qualisivogliano (N' 225) , così gli angoli dei due 
diametri coiyagati avranno gli assintoti per bissettrici (K» 52). 
Ma i dae semidiametri conjugati sono i lati di un parallalograiniiio 
le cai diagonali hanno le direzioni degli assintoti (N° 244, e); 
questo parallelogrammo sarà adunque nn rombo, Tale a dire, ogni 



<i] Vedj la prima Nota 1 pie della pagi» 109. 
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diametro è uguale al sao conJDgato. Per questa pro- 
prietà, l'iperbole nel caso che si considera ^eesi eqaìlatera (^). 

a) Siccome le rette condotte da un punto qQalnnque M della 
cnrra ai termÌDÌ P, P' di un diametro hanno le direzioni di due 
diametri conjiigati (N* 215), così sono uguali (e di senso opposto) 
gli angoli che le PM, PM fanno con ciascun assintoto. Se i 
pnntì P, P' restano fissi , mentre M percorra la curva, i raggi PM, 
PM descrivono dne fasci inversamente ugnali (N* 80, h). 

h) Viceversa, i raggi corrispondenti di due &sci inversamente 
DgaaU si segano in punti il cui luogo è nn' iperbole equilat^^. 
Che questo luogo debba essere una conica, risulta dall'essere 1 due 
fiisci progettivi (N' 78). Ciascuno dì questi ha due raggi fra loro per- 
pesdicolari , i qnali sono ordinatamente paralleli ai corrispondenti 
dell'altro fascio (N" 80, l) ; dunque la conica ha due punti all'infi- 
nito, situati in due direzioni ortogonali ; vale a dire, essa d un'iper- 
bole equilatera. I centri P, P' de' due fasci sono i termini dì nn 
dumetro; infatti la tangente j) in P è il raggio corrispondente alla 
PP riguardata come raggio p' del 2' Cuscio; e la tangente g* in 
P corrisponde alla PP considerata come raggio q del l" fascio 
(N* 114, a). Ha gli angoli pq, p'^ devono essere uguali ed op- 
posti; dunque, essendo p' e> q una sola e medesima retta, le p, q' 
sono parallele. ■ 

e) ì vertici di un triangolo ABC ed il punto J) comune alle sue 
altezze sono ì vertici di un quadrangolo completo, nel quale ciascun 
tato è perpendicolare al suo opposto, ed i cui sei lati determinano 
SDlhi retta all'infinito tre coppie di punti che da un punto arbitrario 
8&i projettano mediante tre coppie di rette ortogonali. Queste tre cop- 
pie appartengono dunque ad un'involuzione, nella quale ogni raggio 
ò perpendicolare al suo conjugato (N' 101 a sinistra, 95, 163). 

Ma quest'involuzione di raggi projetta da S quell'involuzione dì 
' punti che, in virtù del teorema di Dbsibodes (N" 143), è segnata 
snlla retta airiufinito dalle coppie di lati opposti del quadrangolo 
e dalle coniche (iperboli (^ ) ad essi circoscritte. Dunque le coppie 
dì raggi coujugatì della prima involuzione danno le direzioni degli 
assìntotì dì queste coniche ; ossia : 

('; ApauoHio, I.a,lib. VII,21.— Delahihe, f. C, V, 13. 

(*) N«3SDDi eltisw, ni alcani piraboli k circoKrilU at qaidraDgolo in discorso 
(N* (10, a). 
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Tntte le coniche passanti pei vertiei e pel concorso 
delle altezze di un triangolo sodo iperboli equilatere. 

d) Viceversa, se per tre vertaci ABC ài an triangolo si descrìve 
una iperbole equilatera, essa pa,sserà necessariamente anche pel 
panto D comune alle altezze. Infatti, s'imagini un'altra iperbole 
determinata (N« 125) dai quattro punti ASGD e da uno de' punti 
all'infinito della iperbole data ; essa sarà equilatera in virtii del teo- 
rema che precede, epperft passerà anche pel secondo punto all'in- 
finito della data. Le due iperboli hanno così cinque punti comani 
{A, B,C6 dae punti all'infinito), dunque eB8ecoincidono(No 116,5), 
ed. d. Dunque: 

In ogni triangolo inscritto in un'iperbole equilatera, 
il punto comune alle altezze è situato nella curva. 

«) Se il punto D s'accosta infinitamente ad A , cioè se l'angolo 
SAG dìvien retto, ne risulta: 

In ogni triangolo rettangolo EFG {6g. 184*) inscritto 
in un'iperbole equilatera, la tangente al vertice £ del- 
l'angolo retto è perpendicolare all'ipotenusa. 

f) Per quattro punti dati QMST Jtassa una ed una sola iper- 
bole equilatera (N" 249). H punto comune alle altezze in uno 
qualunque de' triangoli QBS, EST, 8TQ, QHT appartiene alta 
curva ('). 

251. Abbiasi una conica, un punto 5 e la sua polare », Una reità per 
S inconlri la conica in A, A'. Se si vuol costruire la figura omologica alla 
conica data (N" {8). assumendo S come centro d'omologia, i come asse 
d'omologia, e J' come punto corrispondente ad i4, ogni altro punto B' cor- 
rispondKnte ad un punto B della conica sarà situato nella conica medesima. 
InT^ttì, sei4£ incontra i in P, il punto £' comune ad SB, A'Pè ya ponto 
della curva (M° 186). Dunque la curta omologica alla data sari la data mede- 
sima. Due punii (o due rette) corrispondeuti sono separati armonicamente 
mediante 5 ed ( (3). 

Alla retta all'itiGnilo corrisponderà adunque la retta j parallela ad < ed 
equidistante da i e da S; ed i punti in cui j incontra la conica corrispon- 
deranno ai punti all'infinito della conica medesima. 

(<) Teoremi di Brianchon e Poncelet ia uni memoria inuriu nel 1. XI degli Annoia 
de Mathématiques [Montpellier 1S21), e riprodottane) t. 2* (p. SOIj delle ilppZtcotiofu 
d'anaiyae et de geometrie di Pokcelet (Paria 1B6f). 

{*) Questa i la eoa delta omologia armoDici: efr. BEU.k\nn, Saggio 4i Gto- 
m«fria dierivata (voi. 6 dei Nuovi Saggi dell'Accademia di Padon, \«3»), % 50. 
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Di qoi si cara uni regola issai semplice per conoscere se ud irco dato 
di conica, piccolo quanto si Toj^lia, appartenga ad un'ellisse, ad una para- 
bola fr^ad un'iperbole. Nell'arco si tiri una corda i e si costruisca ìl polo 
S; indi si conduca la j pardllela ad i ed equidistante da S e da i. Se j non 
iacoiitra l'arco, questo appartiene i<t un'ellisse (6g. 185*,a), Se j tocca l'arco 
ìd un punto J, l'arco appartiene ad una parabola, della quale SJ sarò un 
diametro (fig. 185*, b)\ finalmente, se; aega l'arco in due punti Jt, Jf 
(lìg. 185*, e), la curva sari un'iperbole, avente gli assintoti paralleli ad 
SJ,.SJ,{>). 

262. Problema. — Dati di posizione dne diametri conjogali, ed inoilre 
Doa langeote e il punto di contatto, costruire la curva (Rg. 186*). 

La langenle data inuoDlri m P,Q i diametri dati, il cui punto comune 
sia 0. Projellisi il punto di conlatto Jtf in P* sulla OP raedianle una paral- 
lela ad OQ, e in Q' sulla OQ mediante una parallela ad OP. Ogni punto 
di OP 6 polo di una retta parallela ed OQ; inoltre P, M sono punti reci- 
proci, giacché la polare di M, che è la tangente, passa per P. Dunqne la 
potare di P £ MP", epperb ancbe P, P' sono punti recìproci. Allora facciasi 
OA = OA' media proporzionale fra OP ed OP', e sari AA' la grandeiza 
del diametro diretto secondo OP (N" 218, a). Simìlmente,si avrft la grandeua 
Bff dell'altro diametro, prendendo OB^OB' media proponìonale fra OQ, OQ', 
Se i punti P,P' cadono da una stessa parte rispetto ad 0, l'involuiione 
de'^unti reciproci ha due punti doppi .4, A' lN°98), cioè il diametro OP sega 
la curva. Se invece è Tra P,P, l' involuzione non ha punti doppi, ìl dia- 
metro non incontra la curva. In questo caso, A, A' sono due punti reci- 
proci che equi4islanno da 0. 
La figura presenta due casi : quello dell'ellisse (a) e quello dell'iperbole (i). 
253. Probleha. — Date di posizione due coppie di diametri conjugat) 
a ed a', b e b', ed inoltre un punto M, costruire la conica. 

1' SoLrziOKE (llg. 181*). — Da If conducasi paratli>lamente a ciascun 
diametro una torda ìl cut punto di mezzo cada nel diametro conjugato. I 
socondi estremi A,A\ B, B' delle quattro corde cosi condotte saranno punii 
della conica cercata (N" Ì06). 

2* Soluzione (flg. 188*). — S'indichi con e ìl diametro MOM', e si co- 
struisca ìl raggio e coniugalo dì e nell'involuzione determinala dalle coppie 
aa',hb'; sari e ìl diametro conjugato dì e (N" 22ó). Per M, M' conducansi 
rìsp. le parallele ad a, a', le quali si segheranno in un punto della curva 
(N"216) ed incontreranno e' in P, P. Questi ponti sono dunque reciproci 
(N*244); cosi che prendendo in e' due altri punii Q, Q' conjngati nell'invo- 
loziune determinata dalla coppia PP e dal punto centrale 0. le MQ, IfQ' 
si aegheranno in un punto della curva. Se poi in e' si Ta ON^zOfT media 
proporzionale fra OP, OP', saranno fì, N" gli estremi del diametro e' (N' 218, a). 

C) PoMBLET, /. e, N' !2( e 236. 
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1* SoLtiziOKE. — Dai Iftrmini M, M" del diaraetro che passa pel punto 

) conducansi le parallele ad a, a, cbe sì segheranno in un punlo A della 

va, e le parallele a h, b', che si segheranno in un altro punto B della 

va medesima (N''3I6). Indi, prolungando AO,BO in A',B']a modo che sia 

'=,40, OB'^rzBO, anche A', B' saranno punii della conica cercata 

210). 

iS4. Probluha. — Costruire la conica della quale si conoscano di po- 

one due coppie di diametri conjugati aa', W ed una tangente I. 

* SoLtiziOHE. — Si costruisca la tangente l' parallela a t (distante dal 

tro quanto lo 6 I); cungiungendo ì punti in cui l,t' segano a, a\ si a- 

nno due altre tangenti uu' parallele (N' 216); ed un terzo pajo tw'si otterrà 

ndo i punti d'intersezione di 1,1' con 6,6' (fig. 189»). 

r Soluzione. — I diametri conjugati a ed a', beh' incontrino t ne' punii 

id A', B e B.Le coppie dì punti AA',Bff determinano un'involuzione 

ui punto centrale è il punto di contatto di I (N" 244, e). Cosi il problema 

dotto ad uno già risoluto (N* 252). Se l'involuzione ha punti doppi, coo- 

ngendoli ad 0,si otterranno gli assinloli. 

tS5. Problemì.. — Costruire la conica della quale siano dati di posizione 

diametri conjugati a, a' ed inoltre due punti M, N (6g. 190*). 
iano M'.N" i secondi estremi de' diametri passami pei punti dati. Per 
M' conducansi le MB, M'H parallele ad o, a'; e similmente per N, fi' 
SK, N'K parallele ad a, a'. 1 punti H, K apparterranno alla cuna da 
Iruirsi (N' 216). 
nOBLRMJL. — Costruire la conica della quale siano dati di posizione 

diametri conjugati b, b' ed inoltre due tangenti m, n (fìg. 191*}. 
ostruiscansi le tangenti m' parallela ad m ed n' parallela ad n; congiun- 
si i punti in cui m, m' segano a, a'; e cosi pure i punti ìn cui n, n' 
ino a, a'. Le congiungenti f e (', u ed u' sono altrettante tangenti delta 
ra cercala (N'2I6). 

156. PnoBLEHi. — Dati cinque punti di una conica, costruire due dia- 
ri conjugati che comprendano un angolo dalo [*). 
li trovi un diamniro AA' della conica {Ho 213); su dì esso si de- 
va un segmento di cerchia capace dell'angolo dalo, e si cerchino i 
ili ìn cui la circonrereriza s<<gB di nuovo la cunica (N*17&,b|. Se uno 
iguesti punti è Jf, le AM, A'M avranno le direzioni di due diametri con- 
iti. Ha l'angolo AMA' è uguale al dalo; dunque conducendo i diametri 
alleli ad AM, A'M, questi risolveranno il quesito. 
«e il segmento descritto è il semicerchio, l'attuale costruzione d^ gli assi. 
S57. Problema. — Costruire la conica rispetto alla quale un dato Irian- 
} EFG sia conjugato, e un dato punto i'sìa il polo di una data retta p (3). 
^a retta data p incontri FG in un punto A ; la polare di A passerà per 

') teuBiRE, /. e., Il, 39. (■) Stiudt, Geomitrie dir Lag$, tV iXI. 
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E poFo iì PC » ptr P polo di f, cioè «ri la EP; aìiDilmente FP, GP 

sarannD le polari de' punti fi, C in cai p aegi GÈ, EF, Sia A' il punto in 
an FG k segata dalla fP; saranno FG ed i4<l' due coppie di punii reci- 
proci, e se l'ioToluzioDe da essi delerminata ha due punii doppi Ì.£|, questi 
saranno situali nella curra domandala (N" 220). Uguale contideraaioiie nie 
per gli altri due lati del triangolo EFG. 

Se il punto P è interno al triangolo EFG, \ punii A, B, C riescono in- 
teroi ai lati (eoili) FG, GB, EF. La retta p pud segare due di questi lati 
essere lulla esterna al triangolo. Nel 1« caso, nei due lati accennati la 
involuzioni de' punii reciproci son^ entrambe dolale di punii doppi (Ì4" 98, a): 
» avranno cosi quattro punti della cuna cercata, e il problema sari ri- 
dotto a desmiere per quattro pupli dati una conica, rispello alla quale due 
altri paoli dati riescano recìproci (H* 248). Nel 2* caao, in ciascun lato 
del triangolo EFG, le due coppie di punii reciproci sono separale Tona 
mediante l'altra, epperò l'iafolutione manca di punii doppi (N* 98); in 
questo caso adunque la conica non incentrerebbe alcuno dei lalì del triangolo 
coniugato, cioè essa non esiste (H" 195). 

Se il ptinto P i estemo al triangolo, uno solo de' tre punti A,B,G riesce 
interno al lato corrispondente. Se gli altri due lati sono segali internamente 
da f, le iniolutioni mancano tutte di punti doppi, cioè la conica non esiste. 
Invece se p sega internamente il primo lato, ovvero se è lulla esterna al 
triangolo, la conica esiste, e si costruisce com'è dello superiormente. 

Io luUi questi casi, cioè, sìa o non sia la conica reale, esiste il sistema 
polare (fi* 238, d), individuato dal triangolo coniugato EFG, dal paolo P 
e dalla rellap. Il problema della costruiione di cotesto sistema è lineare, 
mentre la costruzione della conica Tondamentiile è di 2" grado. 

258. Problema. — Dato un pentagono ABGDE, costruire la conica, 
rispetto alla quale ciascun vertice è il polo del lato opposlo (*). 

Sia F l'inlerseziooe di ^fi, CD. Se sì coslrursce (N* 257) la conica Kri- 
speltu alia quale ADF sia un triangolo conjugato ed E il polo di BC, i punii 
B, C ne' quali BC è segala dalle AF, DF saranno i polì delle ED, EA, che 
conginngono il punto £ coi punii D,A. Dunque ciascun vertice del penta- 
gono sarà il polo del lato opposto; ossia la conica K sarà la domandata. 

Se sì coslrniscono la conica C che passa pei cinque vertici e la conica 
C'che tocca i cinque lati del puirtagono (N° li6, b), queste coniche saranno 
polari reciproche rispetto a K (N* 232). 

259. Phobliiiia. — Dati in tln plano cinque punti A, B, C, D, E, dei quali 
tre qualunque non siano in una slessa fella, trovare un punto M, tale che il 
fascio M {A.B .C .D .E) sìa projetlìvo ad un Tascìo dalo abede (fig. 192*). 

Per Otirinsi due rette DD',DE' in modo che il fascio D[A .B.G.D'.E) 
sia projeltivo ad abcie (N" 66, a destra). Costruiscasi il punto E' ìa cui 

O StATOT, t e, N* «38, Ì68. 
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conica determinala dai qu.)Ura punti ABCDe dalla tangente 
e quindi si trovi il punto Jf in cui la slessa conica incontra 
'il punto cercato. Ijifalti, essendo MABCDE' punti dì una 

si ba il gruppo M {A . B .C . D .E'} projettivo al gruppo 
'.£'), che è, per costruzione, priijellivo al dato fascio abcde. 
per £, dunque il problema é. risoluto, 
ir esercìzio anche il problema correlatifo : 

retta m che incontri cinque relte date abaU, tre qualunque 
n concorrano insieme, in cinque punti firmanti un gruppo 
ma punteggiala di cinque ]^nti dati ABCDE ('). 
,Eii&. — Divìdere un dato arco circolare AB in Ire partì 

iferenza data (Gg. 193*) prendasi a partire da A un arco 
, e a partire da fi, ma in senso opposto, un arco doppio 

la tangente BT, gli angoli AON, TBN' sono uguali ed op- 
; ossìa, se i punti N, N' variano simultaneamente, i raggi 
pano due Tasci inversamente uguali. 11 luogo del punto if ad 
irà adunque un'iperbole equilatera (r4°250, b), i cui assin- 
rczioni delle bissetlricì SX, SY degli angoli delle AO, BT : giac- 
ì sono raggi corrispondenti (sono quelle posizioni de'rdggì mo- 
ptir le quali gli archi AN, Blf' sono nulli). Il centro dell'iper- 

dì mezzo della retta OS, congiungetite i centri de' due Tasci. 
lerbole per mezzo del teorema di Pascal, si ottiene un punto 
raversa l'arco dato AB; ivi coincidono due punti corrispon- 
pperò P è il punto cercato di trisezione dell'arco dato: l'arco 

di PB. 
iconira la circonTerenza in due altri punti fi, Q. Il punto fi 

dell'arco che con AB completa la semicircDnferi'nza. Il punto 
)ne dell'arco che si ha togliendo AB dalla circonferenza intera. 
(ediito (N* li9) che, se P'P"Q'Q" sono quattro punti dati in 
descritta per P'P" una conica ad arbitrio, le sì conduca una 

ed una tangente da Q", h corda dì contalto passa oer uno 
t W, N' dull'invuiuzione determinata dalle coppie P'P", Q'Q", 
ti da Q' combinate colle due tangenti da Q" danno quattro 
Ito, due delle quali passeranno per M', le altre due per V. 
i;ava un mndo dì costruire ì punti doppi dell'involuzione P'P", 
' 98, a) di trovare due punti M' , N' che dividano armonica- 
menti dati P'P", Q'Q". Per P'P" descrivasi un cerchio e. ad 
e tangenti l', u' da ff b le tangenti (", u" da Q", La corda di 
angenti l'i" e quella delle tangenti tu" incontreranno la retta 

cercati M', N' (fig. 194'). 

e, N* 263. 

'■ectiont cofùquet, !S* 3T. — Staudt, Btitriige, N** Ì32. 
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e) Questa coslroiione Tu adoperata da BniAflCRON (') Ddla soluzione d«' 
due prubletDÌ, che noi abbiamo tratlato al N'ITI. 

1' Costraire ona conica della quale siano dati tre punti P, P', V e due 
Ungenli q, q. 

Le tangenli date incontrino PP in Q, Q' e PP" in fl. R. Al cerrhio de- 
scrìtto per PFP" coiiducansi le tanf^enl) da Q, Q'; le corde di conlaltii se- 
gheranno PF" in doe punti M, N; e condotte del pari le tanppnir da R, A*, 
le corde dì contatto incontreranno PP" in due altri punti M', N'. Allora 
ciascuna delle congiunpenti MM', MN', M'N, NN' incontrerà q,q' in due 
punti di contatto Tra queste due rette ed una conica circoscrìtta al trian- 
golo PP'P". 

Questa coslniiìone non differisce da quella esposta nel N" 171 (a sinistra) 
che pel modo di troTare i punti doppi MNM'N', 

S° Costruire aoa conica della quale siano dati due punti P', P" e tre tan- 
genti q, q', q". 

Le tre tangenti date incontrino P'P" ne' tre punti Q, C, Q" (fig. 194'). 
Ad un cerchio arbitrariamente descritto per fP' si cunduciino le tangenti 
da Q, Q't Q't 'b corde di contatto delle tangenti da ff' combinale con quelle 
da Q incontrano FP" in due punti Jf, N; e le Corde di coniano delle tan- 
genti da 0" combinat* con quelle da ff determinano analogamente due 
punti M'y N'. 

Per la conica cercata, la corda di conlatio delle (ungenti ^9" passeri adun- 
que per Jf per AT; e la corda dì cnnlnlto delle liin|;entì q'q" passerà per 
U' per iV'. Le quattro combinazioni MM', MN', NM', fìS' danno le quattro 
soluiioni del problema. 

Il quale è cosi ridotto al seguente: descrivere una conica che tocchi 
tre rette date q, q', 9", in modo che le corde di contatto delle tangenti qq'\ 
q'q" passino risp. per due punii dati M, M'. Iiidirhiumo con QQQ" il trian- 
golo formato dalle tre tangenti date, e con ^, .4', A" ì punti di conlatto, 
da determinarsi (Rg- 195'). Per un corollario del teorema di Desarggbs 
(N° 153), il lato q = QQ" è diviso armotiicamenle dal punto di coniano^ 
e dalla corda A' A". Si suppongano projetlatì questi quntlro punti armonici 
da A" su MQ", e ne risulterà che il segmento tìQ' della JfQ", intercetto 
fra le 9', q", È diviso armonicamente da if e dalla A' A". 

Dunque, tirata la MQ', che seghi q" in R, trovisi il punto V, che con 
J/ divida armonicamente RQ". (A quest'uopo tirisi ad arbìtrio una refla per 
M a segare q", q in S, T, e sì congiunga Q col punto U comune alle SQ', 
TR\ la congiungenle incontrerà BQ' in V). Tirala la VM', questa incon- 
trerà q, q" in A', A", e la MA" segherà Q'Q' in A. 

262. Teorema. — Se due angoli AOS, AO'S dì grandexia invariabile ruo- 
tano iutorno ai rispellivi vertici, in modo che il punto S comune a due lati 

(•} BwuiCBMi, (. e, p. 47 e 6t. 

It Cuaom, £I*M. di Otom. pn^ft. 
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si conservi sopra una retta (issa u, l'intersezione A degli aUri due lati de- 
scrive una conica (fig. i96'). 

Si dimostra immediatamente considerando i fasci projeltivi generali dai 
raggi mobili ÓA ed OS, OS ed OS, OS ed O'A (H* 36, 82); Questo leo- 
rema Tu dato da Newton (*) sotto il nome di descrizione organica 
delle coniche. 

Lo studioso si proponga di dedurne una regola per descrivere una conica 
per cinque punti dati 0, 0', A, B, C; ossìa, dati questi cinque punti, deter- 
minare la grandezza de'due angoli .405, ^'OS e la reità u, arfìncbè il luogo 
geometrico rìsuiUnte sìa una conica conlenente i cinque punti dati. 

Potrà inoltre esercitarsi nel dimostrare le segnonli proprietà: 

Se sulta retta 00', che unisce i merlici dei dne angoli dati , si descrìve 
nn cerchio capace di un angolo uguale alla difVerenza fra quattro retti e 
la somma degli angoli dati, la conica sarà un'iperbole, un'ellisse, o «na 
parabola, secondo che la retta data u seghi il cerchio in due punti, o tioq 
io inconlri, o gli sia tangente. — Determinare gli assintolì dell'iperbels, 
i diametri della parabola. 

Qiiand'è che la conica risulta un cerchio? Quando un'iperbole equilatera? 

Trattare il caso in cui-gli angoli dati siano supplentenlan. Allora la conica 
risulla un'iperbole; però, se u ed 00' sono parallele, si ha una parabola (Z). 

263. Teorema. — Se un triangolo varia in modo che i suoi lati girino 
intomo a tre punti dati 0,0', S, mentre due vertici A, A' percorrono due 
rette Osse u, u', il luogo del terzo vertice M è una conica, che passa pei 
punii 0, 0', pel punto uu', e pei punii B, G ove u, u' segano rispettiva- 
mente 0'S,0S. 

264. Teoheua (che comprende in sé il precedente come caso partico- 
lare). — Se un poligono varia in modo che i suoi lati girino intorno ad al- 
tretlanli punti fissi 0^,02, Oj,... (fig. 198'), mentre i suoi vertici, meno 
uno, si muovano su rette Gsse u^, u^, ug, ..., l'ultimo vertice descrivere unt 
conica; ed anche il punto comune ad ogni coppi:) di lati non consecutirì 
avrà per luogo geometrico una conica ('). 

Si dimostri questo teorema ed il suo correlativo (^). 

265. Teoasma. — Se due angoli sono circoscritti ad una conica, i quattro 
punti di contano de' loro lati, ed i loro vertici sono sei punii di un'altra 
conica. 

Si dimostra, ponendo in evidenza la projetlivilà de' fasci che projettano i 
quattro primi punti dai due veri lei ; al quale uopo sì osserva che i primi 
quattro r^ggi costituiscono un gnippo projeltivo a quello de' loro polì rela- 
tivi alla conica data. 

(') i. e, lib. I, lemma 21. 

Cj Maclavrin, Geometria organica (Londini 1720), aeclio i*. 

(') Teorema di Maclaurin e di Bhaikenridqe (TriDs. DI. di Londra, 4735). 

(*) POKCELET, /. e, N' 502. 
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266. I^ORBHA (correlativo del precedente). S« dne anfoli sono circoscritti 
ad una conica, i quattro lati e le due corde di contatto sono sei tangenti 
di una stessa conica (<). 

Basta dimostrare che le due corde lagliano le altre quattro rette in due 
frappi projetlÌTÌ di punii ; il primo gruppo essendo projettiv» a C|ue1lo for- 
BMto dalle polari relative alla conica data. 

267. pRODLEm. — a) Dati Ire segmenti AA',BB',CC' in nna medesima 
retta, trovare un punto dal quale si veggano lutti e Ire sotto angoli uguali 
{S» 83, d>. 

Quand'è che questi angoli possono essere retti? {Cfr. N" 98, b). 

(A Date du<t punteggiate prqetlive sovrapposte, trovare ìl punto che da un 
ponto dato (nella retta data) è separalo armonicamente mediante i due punti 
DDiti (non duti) C). 

e) Date dtie coppie di pnnti in linea retta, trovare in questa retta un 
quinto punto, (ale cbe il prodotto delle stie distarne dai due pnnli della 
prima coppia sia al prodotto delle distanze dai punti della seconda coppia 
in un rapporto dato (3). 

^ Per un punto dato condurre una trasversale che determini so due rette 
date, a partire da punti dati, due segmenti il cui rapporto o il cui prodotto 
sia dato {*). 

268. Teorema. — Se in ciascuna diagonale d'un quadrilatero completo 
si prendono due punti cbe la dividano armonicamente, e se tre de' sei punii 
cosi presi (uno su ciascuna diagonale) sono in linea retta , anche gli altri 
tre saranno in linea retta. 

Corollario: i tre punti di meno delle diagonali di un quadrilatero com- 
plelo sono in lìnea retta. 

268. Teoremi. ~— So un triangolo ABG è inscritto in un cerchio, e se 
da un punto della circonrerenza si abbassano sui lati altrettante obliquo 
OA', OB', OC', setto un angolo comune (di grandezza e senso), i piedi A', 
B, C di queste oblique sono in linea retta (fig. 199'). 

Condotte per le OA", OB". OC" parallele risp. a BC, CA, AB, si di- 
mostra facilmente che gli ingoli AOA", BOB", COC" banno comuni le bis- 
settrici; quindi la slessa proprietà compete agli angoli AOA', BOB', COC, 
Donde segue (N" 106, b) che i lati di questi tre angoli sono accoppiati in 
iavoluiìone; epperò (N* 103) i punti A' B' C sono in linea retta (!>). 

270. Teoheha. — Dato un trtangolocircuscrilto ad un cerchio, se dai 
sooi vertici si abbassano sopra una tangente tre oblique, le quali siano vedute 

(') Chasies, Sectiotu coniqtta, N' St3, 214. (*) Chasles, Gèm.mf., Jf 269. 

(•) Problema delia sezione determiniti di Apollodio. Cfr. Ceasles, GéoM. 
rup., N* 281. 

(*} Problemi detli Eeitooe di ragioDe e della sezione di spiiio di Apollo- 
rio. Cfr. CSASLEe, Géom. sup., N' 296 e 298. 

(^ Cbulu , /. e, S' 386. 
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dal centro soilo angnlì uguali- fin grandezza e senso), le tre oblique concor- 
rono in uno stesso punto |t). . 

Dimostrazione analoga a quella del teorema precedente. 

271. Un utilissimo esercìzio sarà quello di a^iplicare la teorìa dei poli 
e delle polarì alla risoluzione de' problemi di l'eS^fcrado col mezzo della 
sola riga, supposto che sia dato un cerchio fìsso ed il suo centro 0. Dia- 
mone alcuni esempi: 

a) Per un punto dato P condurre la parallela ad una rella data e. 

Si trovi il polo £ di e fi] e la polare p di P; sin ,4 il punto comune alle rette 
p, OE; la polare a ii A SMri la rella cerchila. 

b) Per un punto dalo P condurre la perpe;idrcolare ad una retta d)la e. 
Conducasi per P la parallela alla OE; sarà essa la retta cercala. 

e) Dividere un segmento dato AB per metì. 

Siano a, b le polarì di A, B; sia e il diametro che passa pel ponto ab; 
ia retta d che reude armouico il gruppo abed avrà per polo il punto di 
mezzo (li AB. 

d) Dividere per meli un arco !UN del cerrbio dalo. 

Sì trovi il polo S della corda MS; il diametro cbe passa pur S diri W 
punto medio cercato dell'arco Uff. 

e) Divìdere per met& un angolo dato. 

Condiicendo per un punto del cerchio le parallele ai lati dell'angolo dato, 
il problema attuale si riduce al precedente. 

f) Prolungare un .'segmento AG di una parie uguale CB. 

Siiiiio a. e le polarì di A, C; sìa d il diametro cbe passa pel punto u, 
e e il ra|Egìo cbe reude armonico il gruppo 'a6cd.)l raggio e avrà per polo 
il punto cercato C. 

g) Costruire il cercbio cbe ba il centro in an punto dato U, e il raggio 
uguale ad una retta data UÀ. 

Si prolunghi AV di una parte aguale VB; si conducano ìnA,B le per- 
pendicolari ad AB e sì dividano per metà gli angoli retti A, B: le bìssel- 
trìci concorrano in C,D. allora si rìsolverìi il problema costruendo la conica 
che ha i diamelrì conjugatì AB, CB (N" lii, n). 

(') CHASies, l e-, N- 387. 

<*j Poli e polari rispeito al cerchio dalo. 
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